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De leermap NIEUWE DELTA-T Afgeleiden van veeltermfuncties is in hoofdzaak bestemd voor 
leerlingen uit de derde graad van de TSO-studierichtingen en de KSO-studierichtingen die 
leerplan b of leerplan c volgen. 


Opbouw van de leermappen Nieuwe Delta-T 


Elk hoofdstuk wordt ingeleid met een passende opening over het te bestuderen onderwerp. De 
genummerde paragrafen van elk hoofdstuk bestaan uit een aantal leeritems. Elk leeritem wordt 
ingeleid met een instapopdracht. 


hoofdstuk — B ae 


paragraaf «— 11 _ Verzamelen van gegevens 


leeritem «— P Kenmerken van een populatie 
instapopdracht «…—— | 


Het staafdiagram toont de lichaamslengten van 0 leerlingen die interesse hebben voor basketbal. 


ta etn laf 


schaarste (emt 


We stellen vast dat het wtaafdaagraen vrij breed en onoverzichtelijk is. Daarom heeft de 
baskethalenach de lengten gegroepeerd in klassen en voorgesteld met het volgende staafdiagram 


leerinhoud ‘standaardatwijking 
Van zes kinderen zijn de lichaarmsdengien en hun gemehdekde aangeduid op de getalhenas. 
zetas 
5E mi 
ETT TT jk 


Het kind met een behaamslengte van 135 cm 1 A5 cm kdesner dan de geenaddelde lichaamslengte 

‘en het hind dat 152 cm meet. is A2 cm groter dan het greniehderde. 
Elk hoofdstuk begint met een inhoudstafel die aanwijst op welke pagina elk leeritem staat. 
In elk leeritem wordt de theorie compact uitgelegd en toegepast op concrete voorbeelden. 
De soort leerinhoud is herkenbaar aan de achtergrondkleur. 


Kennis en rekenregels om de opdrachten te kunnen uitvoeren. 


Doelgericht gebruik van de rekenmachines TEXAS INSTRUMENTS en CASIO. 


Vaardigheden om vlot te kunnen meten, schetsen en tekenen. 


Extra leerinhouden om uitbreidingsdoelstellingen te realiseren. 


Didactisch gerangschikte opdrachten zorgen voor een systematische verwerking van de 
leerinhouden. 


Leeritems worden ingeleid met probleemstellingen uit de praktijk. 


De moeilijkheidsgraad van de opdrachten is aangegeven met gekleurde vierkantjes. 


@ Eenvoudige opdrachten 
d Opdrachten met een bijkomende moeilijkheidsgraad 
| Opdrachten met een hogere moeilijkheidsgraad 


Oefenopdrachten op de uitbreidingsleerstof worden aangegeven met een schaduwvlakje. 


2 
Elke paragraaf wordt afgesloten met Uitdagingen. 


De Uitdagingen laten voldoende ruimte voor begeleid zelfstandig leren of zelfstandig leren en 
helpen de verschillen in studietempo opvangen. 


(5) | Uitdagingen 


EB in cen kas scoorden de meisjes gemiddeld 8,5 en de jongens 7,4 op een toets wiskunde. 
Het gemiddelde van de klas is 8. Er zitten 12 meisjes in die klas. 
Hoeveel leerlingen telt deze klas? 


(A) 16 B (e) 18 (&) 20 (0) 22 (@ 24 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


In de Exploraties komen onderwerpen aan bod die binnen of buiten de wiskunde liggen. 


f | | Exploratie 


Kerncijfers 


De Algemene Directie Statistiek en Economische Informatie van de FOD Economie heeft de 
opdracht om aan de informatiebehoeften van de overheid, de bedrijfswereld en de burgers te 
voldoen door hen actuele cijfers over de toestand van het land aan te bieden. 


De brochure ‘Kerncijfers’ geeft een overzicht van wat er aan basisgegevens beschikbaar is. 


Het trefwoordenregister geeft aan op welke pagina we de nodige informatie kunnen terugvinden. 


NA | Trefwoordenregister 


Absolute frequentie 35 
Absolute frequentiedichtheid 61 
Aselecte steekproef 20 


Grafieken van 
veeltermfuncties 


Een bedrijf is gespecialiseerd in de productie van ledverlichting. Met behulp van een 
marktonderzoek gaat de firma na hoe de verkoopprijs van een bepaald type lamp de jaarlijkse 
winst bepaalt. Dit verband wordt vastgelegd in een grafiek. Hiermee kunnen ze de gestelde 
problemen oplossen. 


m Wat is de jaarlijkse winst als de prijs van een lamp 25 euro bedraagt? 
m Voor welke verkoopprijs is de winst maximaal? 


m Rond welk bedrag moet de verkoopprijs schommelen als de jaarlijkse winst 10 miljoen euro 
moet bedragen? 


m Hoe groot is de winst of het verlies als het bedrijf, bij wijze van reclamestunt, twee lampen 
voor de prijs van één zou verkopen? 


Om op deze vragen te antwoorden, moeten de onderzoekers de kenmerken van deze grafiek 
bestuderen en interpreteren. 


1.1 


1.2 
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Hoofdstuk 1 Grafieken van veeltermfuncties 


1a | Grafieken van machtsfuncties 


DP Kenmerken van machtsfuncties 


1 a 


Verhuizers weten maar al te goed dat eiken meubelen veel zwaarder wegen dan hun soortgenoten 
in dennenhout. 


De grafieken beschrijven de massa van een eikenhouten kubus en van een dennenhouten kubus 
in functie van de lengte van de ribben. Beide kubussen zijn massief. 


massa m (g) massa mm (g) 
_ 40 7 


ribbe z (cm) ribbe z (cm) 


1 Welke grafiek behoort bij welke houtsoort? 


2 Welke voorschriften hebben de twee grafieken als de dichtheid van de eiksoort 0,9 g/cm* 
bedraagt en die van dennenhout 0,6 g/cm? is? 


11 - Grafieken van machtsfuncties roest | 


3 Hoeveel weegt een eikenhouten kubus waarvan de ribbe 50 cm lang is? 


4 Hoe lang is de ribbe van een dennenhouten kubus met dezelfde massa? 


Machtsfuncties met natuurlijke exponenten 


Een machtsfunctie heeft een voorschrift van de vorm 
f(x) =ax" 


waarbij de coëfficiënt a en de exponent » verschillend zijn van nul. Als „ een natuurlijk getal 
voorstelt, dan spreken we van machtsfuncties met natuurlijke exponenten. 


Een grafiek met voorschrift f(x) = ax” is 
«_lijnsymmetrisch ten opzichte van de y-as als n een even getal is; 


«_puntsymmetrisch ten opzichte van de oorsprong als » een oneven getal is. 


Voorbeelden 
We onderzoeken de machtsfuncties f(x) =0,3x* en g(x) =0,3x°. 
= 4 = 5 
fw) =0,3x EI g@)=03x 8 zl 
—2 4,8 2 | 96 
—15 | 1,52 —1,5 |-2,28 
E =l [ 03 il |U 
—0,5 | 0,02 —0,5 |—0,01 
0 0 0 0 
zi 0,5 | 0,02 0,5 | 0,01 
1 0,3 1 0,3 
Ï | L5 | 1,52 L5 | 2,28 
2 4,8 2 9,6 


We stellen vast dat de grafieken onbegrensde krommen door de oorsprong zijn. 


Ee Grafieken van veeltermfuncties 


De grafiek van f(x) =0,3x* is lijnsyymmetrisch ten opzichte van de y-as. 

In de tabel zijn de functiewaarden van tegengestelde originelen gelijk. 

De grafiek van g(x) = 0,3x° is puntsymmetrisch ten opzichte van de oorsprong. 
In de tabel zijn de functiewaarden van tegengestelde originelen tegengesteld. 


2d 


Welke functie is een machtsfunctie waarvan de grafiek lijnsymmetrisch is ten opzichte van de 
y-as? Vink elk passend functievoorschrift aan. 


3 


1 fw) =3x" 6 fx)=x° 

2 fl) =2x? 7 fox? 
3 f(x) =-8x? 8 f@)=3x 

4 fG)=L5x? 9 fl) =-24x7 
5 S= 10 Jr 


Welke functie is een machtsfunctie waarvan de grafiek puntsymmetrisch is ten opzichte van de 
oorsprong? Vink elk passend functievoorschrift aan. 


1 fx) =3x" 6 fa)=x° 

2 fl) =2x" 7 fao)=x? 
3 flx)=-8x* 8 fx) =3x 

4 f@)=15x* 9 flx)=-2,4x7 
5 JO)=-i 10 spe 


‚a 


Gegeven zijn de coördinaten van het punt P. Bepaal de coördinaten van een symmetrisch gelegen 
punt Q als we weten dat de punten Pen Q op de grafiek liggen van een machtsfunctie met een 
even exponent. 


En ti) 
2 P(2,8) venen 5 P(-0,2 ; 0,128) 
3 GES -e) 6 _P(—0,4;—10,24) 


11- Grafieken van machtsfuncties | {noi 


sd 


Gegeven zijn de coördinaten van het punt P. Bepaal de coördinaten van een symmetrisch gelegen 
punt Q als we weten dat de punten P en Q op de grafiek liggen van een machtsfunctie met een 
oneven exponent. 


1 1 
1 P(LI) 4 pn a) 
2 P(2,8) 5 _PC-0,2; 0,128) 
11 
3 GES —e) 6 _P(—0,4;—10,24) 


De profieldoorsnede van een skipiste kunnen we beschrijven met de formule 


y=(5"10")x® met —600<x<1000 y: hoogte in m x horizontale afstand in m 


1 Schets de skipiste. 


2 Wat is het hoogteverschil van deze piste? 


Hoofdstuk 1 Grafieken van veeltermfuncties 


d 


Ronde fruitschalen bestaan in alle vormen en kleuren. De profieldoorsnede van een fruitschaal 
kunnen we beschrijven met de formule 
y=0,00004x* y: hoogte in cm x: straal in cm 


1 Wat is de hoogte van een fruitschaal met een diameter van 50 cm? 


2 Schets de doorsnede van deze fruitschaal. 
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DP Grafieken met voorschrift f(x) = ax” 


sma 


Met de grafische rekenmachine onderzoeken we de ligging en de steilheid van grafieken van 
machtsfuncties met natuurlijke exponenten. 


We voeren de functie f(x) =ax* in om het gedrag van lijnsymmetrische grafieken te onderzoeken. 
De variabele a laten we variëren van —10 tot 10 met stapgrootte 2. De dynamische grafiek tonen 
we in het kijkvenster met de venstervariabelen x,=—5, Xi, =5s Yin = 900 en y= 500. 


TEXAS INSTRUMENTS 


B=- 


1 Voor welke waarden van a ligt de grafiek boven de x-as? 
2 Voor welke waarden van a ligt de grafiek onder de x-as? 


3 Voor welke waarden van a is de grafiek het steilst? 


We vervangen het ingevoerde voorschrift door f(x) =ax® om het gedrag van puntsymmetrische 
grafieken te onderzoeken. De instelling van de variabele a en het kijkvenster laten we 
ongewijzigd. 


4 Voor welke waarden van a ligt de grafiek in het eerste kwadrant (positieve x- en y-coördinaten) 
en in het derde kwadrant (negatieve x- en y-coördinaten)? 


5 Voor welke waarden van a ligt de grafiek in het tweede kwadrant (negatieve x-coördinaten 
en positieve y-coördinaten) en in het vierde kwadrant (positieve x-coördinaten en negatieve 
y-coördinaten)? 


6 Voor welke waarden van a is de grafiek het steilst? 
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Grafieken met voorschrift f(x) = ax” 


We onderzoeken de familie grafieken met voorschrift f(x) = ax” voor verschillende waarden van a. 
We maken een onderscheid tussen: 


«_lijnsymmetrische grafieken met even exponent, bijvoorbeeld f(x) = ax’. 


| 

a=25 Z 
a=5 
a=l 

OE KE A a=-l 
a=—5 
a=-25 

« _puntsymmetrische grafieken met oneven exponent, bijvoorbeeld f(x) =ax®. 

a=25 
a=5 
a=l 
a=-l 
a=-5 
a=-25 


We stellen vast dat het teken van a de ligging van de grafiek bepaalt. 


« Als a>0, dan liggen lijnsymmetrische grafieken boven de x-as en 


puntsymmetrische grafieken in het eerste en in het derde kwadrant. zi 


«_Als a <0, dan liggen lijnsymmetrische grafieken onder de x-as en 


puntsymmetrische grafieken in het tweede en in het vierde kwadrant. 


De absolute waarde van a bepaalt de steilheid van de grafieken. 
«_Als [al toeneemt, dan wordt de grafiek steiler. 


«_Als [al afneemt, dan wordt de grafiek minder steil. 


111- Grafieken van machtsfuncties | ‚00 i0/ 
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Grafieken van machtsfuncties met natuurlijke exponenten lopen van het tweede of het derde 
kwadrant naar het eerste of het vierde kwadrant, zoals afgebeeld met de pictogrammen. 


ad DN Za 
DN Vi ZDS 


A B C D 


Met welk pictogram komt het grafisch kenmerk van de grafiek van de functie overeen? Schrijf de 
passende letter in elk vakje. 


1 Jz 6 fw=03 
2 A= 5x? 7 fwa 
3 JW) =7x 8 fW)= 12 
6 fd 9 ed 
5 A= 10 f)=-25x° 


10 


Gegeven is de grafiek van een machtsfunctie. Bepaal of de exponent in het functievoorschrift even 
of oneven is en de coëfficiënt positief of negatief is. 


1 


exponent: exponent: exponent: 


coëfficiënt: 7 … coëfficiënt: coëfficiënt: 


Ee Grafieken van veeltermfuncties 


1 B 


Verbind elke machtsfunctie met zijn grafiek. 


fW=x? D= AD=r SD)=x fx fr? 


” | Jl 
L Í H B 
0) | 0 1 x 0l xl 0l 
| | 
Li | 
| | 
Ì Ü 
. . . . 
e . . . . . . . 


. . . . . . . . 
. . . . 
/ / ” 
Ì | 
ee Er 
0 x II Of ij x 0} Ei 


8) Uitdagingen 
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De grafiek van een machtsfunctie f(x) =ax” gaat door de punten P(—1, 4) en Q(2, 32). 


Bereken de coëfficiënt a en de exponent 7 van deze machtsfunctie. 
zie pagina 285 


1: 1 UE 
Gegeven zijn de machtsfuncties f(x) = Fud 8) = pn en h(x) = 5e 


1 Een verticale rechte gaat door het punt met coördinaten G. o) en snijdt de 
grafieken van f, gen hin de punten A, Ben C. 2 
Welk punt ligt het laagst? En welk punt het hoogst? 


3 
2 Een verticale rechte gaat door het punt met coördinaten Ea o) en snijdt de 
grafieken van f, gen hin de punten A, B'en C° 2 
Welk punt ligt het laagst? En welk punt het hoogst? 


3 Een verticale rechte gaat door het punt met coördinaten (—1, 0) en snijdt de 
grafieken van f,gen hin de punten A”, B"en C”. 
Welk punt ligt het laagst? En welk punt het hoogst? 


zie pagina 285 
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1 (a 

Voor de aanleg van een tunnel door een gebergte in Zwitserland heeft een ingenieursbureau de 
vorm van de te doorboren bergen kunnen vastleggen in de formule 

y=-0,9x'+5,1x*—9,6x° +6,4x 


y: hoogte in km van het gebergte ten opzichte van het wegdek 
x: lengte in km van het wegdek 


Op de plannen valt het wegdek samen met de x-as. Een ingang van de tunnel ligt in de oorsprong 
van het assenstelsel. De grafiek toont het profiel van het gebergte. 


hoogte y (km) 


De formule y= —0,9x* + 5,1x®* — 9,6x° + 6,4x beschrijft een functie omdat we voor elke lengte x van 
het wegdek slechts één bijbehorende hoogte y van het gebergte kunnen berekenen. 


1.2- Grafieken van veeltermfuncties ‚ocht! 


1 Wat is de graad en de benaming van deze functie als we weten dat de hoogste exponent van x 


de graad bepaalt? 


2 Waarom wordt deze functie ook veeltermfunctie genoemd? 


De antwoorden op de volgende vragen die de projectleider stelt bij het bespreken van de plannen, 
kan hij berekenen met de opties minimum en maximum van zijn grafische rekenmachine. 


3 Hoeveel meter boven het wegdek liggen de twee toppen? 
4 Hoeveel meter boven het wegdek ligt het laagste punt van de vallei? 


5 Op welke plaatsen in de tunnel zullen de auto's onder de toppen rijden? 


6 Op welke plaats zullen ze onder het laagste punt van de vallei rijden? 


Veeltermfuncties 


Een veeltermfunctie of een n-de graadsfunctie heeft een voorschrift van de vorm 


fa)=a constante functie 
fa) =axtb eerstegraadsfunctie 
fo) =ax*+bx+e tweedegraadsfunctie 
fw) =axt + bx +exrtd derdegraadsfunctie 
fw) =axt + bat text +dxte vierdegraadsfunctie 
f)=axt+bxtlH ext tdrrS+.tprtg ne N n-de graadsfunctie 


waarbij de hoogste exponent van x de graad van de functie bepaalt. 


Merk op 


Voorschriften van n-de graadsfuncties zijn opgebouwd uit veeltermen. 


«De functie f(x) =x° +8x* +3 is een vijfdegraadsfunctie 
omdat x° + 8x° +3 een veelterm is van de vijfde graad. 


«_De functie flx)=x° ne is geen n-de graadsfunctie 
5 


xl 


5 
omdat x° +— geen veelterm is. =5:X! en —1EN 
x 


20 
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Grafieken van veeltermfuncties 


Veeltermfuncties hebben grafieken van uiteenlopende vormen die niet onderbroken zijn. 


fL)=x* 3x 1 fo)=x*tx +22 fw)=rx 3x? 
ze Ï 


Voor voldoende kleine of voldoende grote originelen zal de grafiek van een veeltermfunctie zich 
gedragen zoals de grafiek die de hoogstegraadsterm als voorschrift heeft. 


3 


g)=x gu)! 


2 

Bepaal de graad en de specifieke benaming van de veeltermfunctie. 
1 fa)=x* +21 
2 flx)=5x* 2x 

3 Adere 

4 fo)=x°-5- 4x 

5 fl) =5x+2 

6 flx)=2 

7 fl) ==? 

8 fx) =x? 3e 4x 
9 fo) =x 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties |l 


3 8 


Vink elke veeltermfunctie aan. 


1 fle)=5rt— IS +2 41 Lj 5 fw)=N5x? +3 
2 A= et? 6 N= 
3 Apes 7 JW =2Wx+3 
4 fred 8 fa) =7 

x 


@ 
Een vijfdegraadsfunctie kunnen we voorstellen als f(x) =a,x° +a,x*+a,x*+a,x*+a,x+ay 


mien zz 2 
Bepaal de zes coëfficiënten a „a „aaa, en a, vanflx)=x?— Ax? —x. 


sd 


Grafieken van veeltermfuncties lopen van het tweede of het derde kwadrant naar het eerste of het 
vierde kwadrant. 


Verbind elke voorwaarde met een pictogram waaraan de grafiek voldoet. 


De graad van de functie is even en Se Wd 


de coëfficiënt van de hoogstegraadsterm is positief. 


De graad van de functie is even en Pe 
rep E sl e . 
de coëfficiënt van de hoogstegraadsterm is negatief. ke 


RS 


De graad van de functie is oneven en 
de coëfficiënt van de hoogstegraadsterm is positief. * d Pd 


De graad van de functie is oneven en 
Bend ® 5 . . 
de coëfficiënt van de hoogstegraadsterm is negatief. Pd Ns 
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ed 


De gemeenschappelijke punten van de grafiek met de assen zijn zichtbaar. Vink elke grafiek van 
een veeltermfunctie aan. 


Verbind elke veeltermfunctie met de bijbehorende grafiek. 


JO +2x 


1 7 
S=! +2x° 


1 2 3 
y y 
1 od 1 
+ 
oli o 
4 5 6 
y y 
IF, 1 1 
ol 1 ol 1 ol 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties ac 


Domein en bereik van een functie bepalen 


Het domein van een functie f is de verzameling van alle reële getallen waarvoor we de 
functiewaarde kunnen berekenen. 


We noteren: dom f 


Het bereik van een functie f is de verzameling van alle functiewaarden. 


We noteren: ber f 


Voorbeeld 

We bepalen het domein en het bereik van de functie f(x) =x*—3. 

De grafiek is een parabool. 

We kunnen de functiewaarde in elk reëel getal berekenen: dom f=R. 


Elke functiewaarde is groter dan of gelijk aan —3: ber f=[-3, teel. 


Het domein van de functie f lezen we af op de x-as en het bereik op de y-as. 


Werkdomein van een functie 


Bij praktische problemen werken we binnen een vooraf bepaald domein. Dit noemen we het 
werkdomein. 


Voorbeeld 


We vriezen een product in. De begintemperatuur is 18°C en elk uur daalt de temperatuur met 6°C. 
Na 7 uur is de temperatuur —24°C en is het invriezingsproces ten einde. 


De temperatuurdaling kunnen we beschrijven met de functie: 
T=-6t+18 T: temperatuur in °C t: tijd in uur 
fl) =—6t+18 
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Giodehilgf)  Grafieken van veeltermfuncties 


We bepalen het werkdomein en het bereik van de functie f. 


temperatuur 7'(°C) 


18 


8 


Vink de juiste uitspraken aan. 


dom f= [0,7] 


ber.f =[-24, 18] 


fer" fzx" AE A=r 
% 
—le dom f 
Oe dom f 
le ber f 
—2e ber f 
° 8 
Bepaal het domein en het bereik van de functie f: 
1 y] p | y] 3 
| 
| 
| | 
í 
it | 
0 E3 of H Xx x 
| | 
| je  L 
| | 
| | 
| Ì 
dom f= OOM Janna dom f= 
ber f= 


x 
zi 
5 

2 
E) 
Ke) 

5 
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domf= en 


domf= en 


AOS: soeren 


berf=. snaaien 


berf=: sonia 


berf=„ansinnarmrnsiss 


mt 


J 


do! 


OOMS. nennen 


domf= nanne 


berf= en 


berf= enn 


berf= en 


10 


OOM een 


TOMS Sansaar 


OOM nnie 


berf= 


berf= 


ber f= 
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Een levensechte situatie is beschreven met de grafiek van een functie. 

* Duid op de grafiek het deel aan dat past bij de beschrijving van het te onderzoeken probleem. 
* Vul het functievoorschrift aan met het werkdomein. 

* Beantwoord de vraag. 


1 _De profieldiepte van een regenband volgens het aantal gereden kilometers van een auto. 
* Grafiek 


profieldiepte (mm) 
EE EE EE Ï En EE 
L ! Í | | 
zi Hist hie len 
| 
B) EN IE + | 
| 
TENS Ì | 
KAn [ Li! Ì | 
He En EN Beld 
0 ‚| I 
(q a Ì 


_afstand s (km) X 10 000 
N fi 5 2 
« _ Functievoorschrift: {)=55S met _domf= 


«_Na hoeveel kilometer is de band kaal? 


2 De sprong van een verspringster die 50 cm voor de balk afzet. 


… Grafiek hoogte / (m) 


horizontale afstand s (m) 


1 1 11 
* _Functievoorschrift: f(s)=——s*+=s+— met domf= 
10 2 40 


«_Na hoeveel meter ten opzichte van de balk bereikt de verspringster haar maximale hoogte? 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties |l 


3 Een paraglider die aan 3 m/s daalt. 
« Grafiek hoogte /(m) 


Ee | | Ts 


__ lo ro |] 


tijd # (s) 
*_Functievoorschrift: f(4)=300-3t met domf= …… 


«Wat is de hoogte van de paraglider na 1 minuut? 


4 De remweg van een auto op een besneeuwd wegdek bij een toename van de snelheid tot en 
met 50 km/h. 
* Grafiek 
remwegs (lm) 
L_| L_| 


Í 

| 

a Ï 
0 10 | || 
snelheid v (km/h) 


*_Functievoorschrift: f(v)=0,015v* met domf= 


» Hoeveel maal is de remweg langer geworden als we de snelheid van 20 km/h verdubbelen 
tot 40 km/h? 
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Hoofdstuk 1 Graf ieken van veeltermfuncties 


Grafieken en tabellen van functies 
We tekenen de grafiek van de functie f(x) = x? — 3x — 1 en stellen een tabel op. 


TEXAS INSTRUMENTS 


We voeren de formulenotatie y= x*— 3x— 1 in en geven de grafiek weer in het standaardvenster. 


m [y=] x°-3x-1 


ZOOM] [6: ZStandard] 


Met de toets TRACE verschijnt een cursor die de grafiek volgt. Onderaan het kijkvenster lezen we 
de coördinaten van het punt af. 


m [TRACE] -2 [ENTER] 


Voor de tabel kiezen we de startwaarde —3 en stellen we de stapgrootte in op 1. We vragen de tabel 
op. 
m (2ND][TBLSET) —3 [ENTER] 1 [ENTER] [Indpnt: kies Auto) [Depend: kies Auto) 


2ND) [TABLE] 


TblStart=-3 
eTble1 
Indent: Ask 
Derend: Ask 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties  \iijch iig, 


CASIO 


In het menu GRAPH voeren we de formulenotatie y= x*— 3x — l in en geven de grafiek weer in het 
standaardvenster. 


m_ [MENU] [3: GRAPH] x° — 3x — 1 [EXE] 
[SHIFT] ie Kiten) [F3:STD] [EXIT] (F6: DRAW] 


Met de toets Trace verschijnt een cursor die de grafiek volgt. Onderaan het kijkvenster lezen we de 
coördinaten van het punt af. 
m (SHIFT) (Trace) -2 [EXE] 
(VIERT CSI SKI 


Enter X-Value 


Xt 


kza EN z0 veel En ven 


Een tabel verkrijgen we via het menu TABLE. De formule staat ingevuld. Voor de tabel kiezen we de 
startwaarde —3, de eindwaarde 10 en stellen we de stapgrootte in op 1. We vragen de tabel op. 


m_ [MENU] [5: TABLE] [F5:SET] -3 [EXE] 10 [EXE] 1 [EXE] [EXE] 


F6: aal 


e Sellins 


Start: -3 
End :10 


| 
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Een personenwagen vertrekt uit stilstand en trekt langzaam op. Na enkele minuten ziet de 
bestuurder in de verte een file. Hij remt lichtjes af en komt tot stilstand. De snelheid van de wagen 
voldoet in de eerste 6 minuten na het vertrek aan de formule 


v=-3,75t? +22,5t? v: snelheid in km/h 
t: tijd in min 


1 Vul de tabel in en teken de grafiek. 


0 1 2 3 4 5 6 


tijd £ (min) 


snelheid v (km/h) | 


snelheid v (km/h) 


160 


120 


80 


40 


0 1 2 3 4 5 6 
tijd t (min) 


2 Bepaal het werkdomein en het bereik van deze functie. 


3 Wat is de snelheid van de bestuurder na anderhalve minuut? 
4 Wanneer ziet de bestuurder in de verte een file? 
Wat is zijn snelheid op dat ogenblik? 


5 Wat is de snelheid van de wagen 15 seconden voor hij tot stilstand komt? 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties omt 
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De vraag naar artisanaal gebrouwen bier wordt alsmaar groter. Daarom wil een brouwer het 
aantal bottellijnen van zijn bier uitbreiden. 


Een nieuwe bottellijn vergt een zeer grote investering en daarom laat de brouwer een kosten- 
batenanalyse uitvoeren. Het resultaat van de analyse is wiskundig vertaald in de formule 


0 =-1000(n?—5n*—24n) O: opbrengst in euro 
n: aantal bottellijnen 


1 Teken met ICT de opbrengstgrafiek. 


Stel het kijkvenster in als volgt: x,=0 Ka = 10 Sain =O Yona, = 150 000 
2 Vulde tabel aan. 
aantal bottellijnen » 0 1 2 3 4 5 6 7 8 


opbrengst O (X 1000 euro) 


toename/afname opbrengst (X 1000 euro) 


3 Bij hoeveel bottellijnen is de opbrengst optimaal? 
4 Bij welk aantal lijnen stijgt de opbrengst het sterkst? 
5 Met hoeveel euro stijgt dan de opbrengst? 


6 Wat is de gemiddelde opbrengst per bottellijn als de fabrikant besluit om met 4 productielijnen 
te werken? 


aise Grafieken van veeltermfuncties 
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Uit een stuk karton van 24 X 24 cm maken we een open doos met vergrendelingslippen. Eerst 
knippen we op de hoeken de rode vierkanten met zijde x weg. Daarna maken we vier insnijdingen 
volgens de groene lijntjes en plooien we het karton volgens de stippellijntjes. 


£ 4 
In > 


1_Het volume V van de doos is een functie van de zijde x van de weggeknipte vierkantjes. 


Toon aan dat V(x) =8x(6 —x)(12 —x). 


2 Bepaal het werkdomein van de veeltermfunctie V. 


3 Bepaal met ICT het maximaal volume van de doos. 
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1.2- Grafieken van veeltermfuncties | ionnie 


Gemeenschappelijke punten van grafieken bepalen 
We bepalen de gemeenschappelijke punten van de kromme y=x°— 2x + 1 en de rechte y=x+3. 
TEXAS INSTRUMENTS 


We tekenen de kromme en de rechte in het standaardkijkvenster. 
m [Y=] X-2x+1 [ENTER] x+ 3 [ZOOM] [6: Zstandard) 


We vermoeden dat de kromme en de rechte een raakpunt en een snijpunt hebben. Het snijpunt 
bepalen we door de volgcursor in de omgeving van dit snijpunt te plaatsen. 


m_[2ND][CALC] (5: Intersect) [ENTER] (ENTER) [P-: tot rechts van het snijpunt) [ENTER] 


L:value 
[2:zero 

tminimum 

mac mum 

ntersect 

rd dx 

sf oode 
gegteurver 


ver EE ji 
Eid veen Bjermer 


De coördinaten van het snijpunt zijn (2, 5). 


De grafieken raken elkaar in het punt (-1, 2). De coördinaten van dit raakpunt kunnen we niet 
berekenen met de optie Intersect, maar kunnen we controleren met de toets TRACE. 
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Ce Graf ieken van veeltermfuncties 


CASIO 
We tekenen de kromme en de rechte in het standaardkijkvenster. 


m_ [MENU] (3: GRAPH) x° — 2x +1 [EXE] x +3 [EXE] [SHIFT] [V-Window] (F3: STD] (EXE) 
F6: DRAW] 


A aPh Func 7V= 
UN MA ET TA 
PEEL el 


en 


We bepalen de gemeenschappelijke punten. 
m (SHIFT)[GSOLV] [F5:ISCT) [»] 


De coördinaten van het raakpunt zijn (-1, 2) en van het snijpunt (2,5). 
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Bepaal de eventuele snijpunten en raakpunten van de grafieken van de veeltermfuncties. 


1 f)=x' +2 +1 en ga) =x +21 
2 flo) == + -5 en ga) =x° 2-8 
3 flx)=x*—3x+4 en gm)=2 


4 fx) =x* 9x? +24x— 16 en gl) =0,5x° + 3x 2,5 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties | ;locneie 
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Bereken de x-waarde(n) van de functie waarvoor f(x) gegeven is. 
1 flo)=x +1 en _f)=2 

2 fl) =x° 3x 2 en fw) =A 

3 fla) =x*-x°-1 en fw) 

4 fo)=X*-TXx+6 en _f)=12 


5 fo) =x*—3x +23 en _flx)=3 
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Ee Grafieken van veeltermfuncties 


DP Functies met meervoudig voorschrift 


1e va) 


Duatlon bestaat uit twee sporten en drie onderdelen: eerst hardlopen, dan fietsen en opnieuw 
hardlopen. De kwartduatlon bestaat meestal uit 10 km lopen, 40 km fietsen en 5 km lopen. 


Na deelname aan een duatlon berekent Sam zijn gemiddelde snelheid over elke discipline. Hij liep 
aan 20 km/h en fietste tegen 40 km/h. Het wedstrijdverloop is voorgesteld met de grafiek die uit 
drie aaneensluitende lijnstukken bestaat. 


afstand s (km) 


0 0,25 05 0,75 1 125 15 175 2 
tijd t (uur) 


Elk lijnstuk is een deel van een rechte. De eerste twee lijnstukken hebben als functievoorschriften: 


* deell: f(1)=20t voor 0StS0,5 


* deel2: f(f)=40t—10 voor 05<tS1,5 


1 Bepaal het functievoorschrift van het derde lijnstuk. 


2 Hoeveel kilometer heeft Sam afgelegd na 6 minuten? 


En 1 uur later? 


3 Wanneer begint Sam voor de tweede maal te lopen? 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties | sionneie 


Functies met meervoudig voorschrift 


De grafieken zijn opgebouwd uit verschillende grafiekdelen met een eigen voorschrift. 


voor0S<x<3 geldt flx)=6 


voorx>3 geldt flx)=x+1 


voorxS<2 geldt g(x)={x—2}+4 
voor2<x<8 geldt g(x)=4 
voorx>8 geldt g(x)=(x-8}+4 


Als we de afzonderlijke voorschriften samenvoegen tot één voorschrift, dan spreken we van een 
functie met een meervoudig voorschrift. 

6 als O<sx<3 

x+1l als x>3 


zel 


—-(x—2) +4 als x<2 
g)=4 als 2<x<8 
(x 8) +4 als x>8 


De functie f heeft een tweevoudig voorschrift en de functie g heeft een drievoudig voorschrift. 


37 
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De snelheid van een auto bij het verlaten van een stadscentrum is weergegeven met de volgende 


grafiek. De autobestuurder rijdt overal aan de maximum toegelaten snelheid. 
snelheid v (km/h) 


; 
8 9 10 
tijd £ (min) 


1 _Aan welke snelheid rijdt de autobestuurder in het stadscentrum? 
2 Na hoeveel minuten verlaat hij het stadscentrum? 

3 Hoelang rijdt de autobestuurder tegen 50 km per uur? 

4 Wanneer stopt hij voor een verkeerslicht? 


5 Wat is de afstand tussen de twee verkeerslichten? 


6 Stel het viervoudig voorschrift op van de grafiek zonder rekening te houden met de versnelling 
van de auto en de stopplaatsen. 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties 
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Het tarief voor het verzenden van een brief is afhankelijk van het formaat, het gewicht en de 


bestemming. De tarieven voor een niet-genormaliseerde zending in 2014 lezen we af in de tabel. 


hing dann ondgtig stg 


ES af » Minimumafmetingen: 90 x 140 mm 
€154 Czn 335 € en tek 

België 5,39 i k ri verinpdl ng he 
Europa €351 €702 €11,70 €2340 IJE - Maximumgewicht: 2kg 
T - Vierkante zendingen = 
Restvandewereld €4,17 €8,34 €1946 €38,92 ere, regenen 


1 Teken de grafiek van de posttarieven voor een niet-genormaliseerde zending in België. 


kostprijs k (euro) 


‚dd TT | 
0 100 1000 2000 
massa m (g) 


2 Stel het meervoudig voorschrift op van de grafiek. 
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Grafieken van veeltermfuncties 
sd 


Schets de grafiek van de functie f. 
rd —2 als x<0 zr -5 als x<0 
1/O=, 2 fm, 
=x 2 als x>0 == +5 als x>0 
2 8 
Xx | A4 2 0 2 4 x | A4 2 0 2 4 
fw) a En fa) - En 
K y 
1 an am Le 
0 Hi Ed 0 í x 
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Bepaal het voorschrift bij de grafiek. 


1 y 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties 
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Het kopieercentrum Delta-repro rekent met tarieven die ze aan de klanten kenbaar maakt met de 
volgende grafiek. 


prijs (euro) 


4,00 


3,00 


2,00 


1,00 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 
aantal kopieën n 


0,00 


1_ Welke tarieven hanteert dit kopieercentrum? 


2 Stel een drievoudig voorschrift op dat de prijs beschrijft in functie van het aantal kopieën n. 


3 Hoeveel betaalt een klant 


a voor 8 kopieën? 


b voor 40 kopieën? 


c voor 120 kopieën? 
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(5 | Uitdagingen 


1 | Draaien we een ellips om een symmetrieas, dan ontstaat een ruimtelijk lichaam dat we 
ellipsoïde noemen. De inhoud van een ellipsoïde berekenen we met de formule 


V=indb 
Sn . 


Bepaal voor de ellipsoïde een functievoorschrift dat de inhoud beschrijft in functie van 
a of ben geef de specifieke benaming van de functie. 


1 De diameter bis gelijk aan 6 cm. 
2 De diameter a is gelijk aan 6 cm. 
3 De diameter b is tweemaal zo groot als de diameter a. 


4 De diameters a en b zijn gelijk. Welk lichaam verkrijgen we in dit geval? 


zie pagina 286 


@ Gegeven is de derdegraadsfunctie f(x) =x° + p. Voor welke waarden van p gaat de 
grafiek van deze functie door de hoekpunten van de ster? Controleer de rekenresultaten 
met ICT. 


1 _Hoekpunt (3,0) 


2 Hoekpunt (1, I) 


3 Hoekpunt (0,3) 


4 _Hoekpunt (—1, 1) 


5 Hoekpunt (-3,0) 


6 Hoekpunt (-1, 1) 


7 _Hoekpunt (0, -3) 


8 Hoekpunt (1, -1) 
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1.2- Grafieken van veeltermfuncties ‚ocht | 


Tijdens de beklimming van een steile bergwand observeren twee alpinisten eenzelfde 
berg vanuit vier standplaatsen. Het profiel van de geobserveerde bergtop is afgebeeld 
met de grafieken van hogeregraadsfuncties. De oorsprong van elk assenstelsel ligt 
op dezelfde hoogte als een standplaats van de alpinisten. De afstanden x en y zijn 
uitgedrukt in meter. 


Ĳ 
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Hoofdstuk 1 Grafieken van veeltermfuncties 


Standplaats 1: f(x) =—0,0000005x* + 0,000008x* +0,003x? + 0,26x + 300 
Standplaats 2: f(x) =-—0,0000005x* + 0,000008x* + 0,003x? + 0,26x — 48 
Standplaats 3: f(x) =-—0,0000005x* + 0,000008x® + 0,003x? + 0,26x + 25 
Standplaats 4: f(x) =-—0,0000005x* + 0,000008x® + 0,003x? + 0,26x — 142 
1 Waar is de klimroute tussen standplaats 1 en standplaats 4 dalend? 


2 Wat zijn de verschillen tussen de vier functievoorschriften die het bergprofiel 
beschrijven? 


3 Wat is het hoogteverschil tussen standplaats 1 en standplaats 42 
zie pagina 288 


Een cilinder met straal r en hoogte / is ingeschreven in een kegel. De diameter van het 
grondvlak van de kegel is 8 cm en de hoogte is 12 cm. 


8 


1 _Druk de hoogte / van de cilinder uit in functie van de straal r. 


2 Stel een functievoorschrift op dat het volume van de cilinder uitdrukt in functie 
van r. 


3 Bepaal de graad en de specifieke benaming van de veeltermfunctie. 


zie pagina 289 
Bepaal het domein en het bereik van de functie. 
1 Lil 7 jl KE Vl 
ij il 
+ + + + + 
0 Ls o le 0 1e 


1.2- Grafieken van veeltermfuncties ‚ocht! 
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| Van een functie f zijn het domein en het bereik gegeven. 
Teken de grafiek als we weten dat deze grafiek een deel is van een stijgende rechte. 
1 _domf=[-1,3] 2 domf=}-4, I[ 
ber. f=[-2, 2] ber f=|-3, 2[ 


Teken de grafiek als we weten dat deze grafiek een deel is van een dalende rechte. 


3 domf=|-3,3| 4 dom f=[-4,2[ 
ber. f=[-3, 2[ ber f=|-3, 1] 
zie pagina 291 


Een blikje cola heeft een temperatuur van 5 °C als het uit de ijskast wordt genomen. De 
opwarming van het blikje gebeurt gelijkmatig tot 20 °C kamertemperatuur. 


1 Duid op de grafiek het deel aan dat past bij de beschrijving. 


temperatuur 7'(°C) 


tijd £ (min) 


2 Wat is de gemiddelde temperatuurstijging per minuut? 


3 Bepaal het functievoorschrift en het werkdomein. 


zie pagina 291 
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Hoofdstuk 1 Grafieken van veeltermfuncties 


Een blok ijs met afmetingen 20 X 30 X 40 cm heeft een groter volume dan een bol ijs 
met een diameter van 30 cm. Elke minuut smelt aan elke kant 1 cm ijs weg. Het volume 
van het blok en de bol ijs in functie van de tijd kunnen we beschrijven met de formules 
Vi = (20 — 24)(30 — 24)(40 — 24) V: volume in cm° 
t: tijd in min 
bol 


v=Ära5-D? 
8) 


1 Bereken het volume van het blok en de bol gedurende de eerste 12 minuten. 
Vul de tabel aan op 1 cm * nauwkeurig. 


olojajajals|e|r 


pn 
(5) 


pn 
zi 


12 


2 Na hoeveel minuten is het volume van de bol groter dan het volume van het blok? 

3 Na hoeveel minuten is het blok ijs volledig gesmolten? En de bol? 

4 Hoe groot is de diameter van de bol op het ogenblik dat het blok volledig gesmolten is? 
zie pagina 292 


Het verbrandingsproces van een kaars verloopt volgens de formule 4 = 20 —0,2* 
waarin t de tijd in uren voorstelt en / de hoogte van de kaars in cm. Na hoeveel tijd is 
de hoogte van deze kaars gehalveerd? 


zie pagina 293 


1.2 - Grafieken van veeltermfuncties |l 


® Janne en Ward nemen deel aan een trektocht van 20 km. Janne stapt aan een 
constante snelheid van 4 km per uur. De tussentijden van Ward, geregistreerd door de 
controleposten, voldoen aan de formule 


s= (174 1624°+4871° +186) s: afstand in km 
120 L:tijd in uur 
1 Teken met ICT de afstand-tijdgrafieken van Janne en Ward. 
Stel het kijkvenster in als volgt: x,,,=0 KO an O In “25 
2 Wanneer haalt Ward Janne voor de eerste keer in? 
Hoeveel kilometer hebben ze dan afgelegd? 


3 Wie komt als eerste aan? 
zie pagina 293 


0 Witte Veder schiet met pijl en boog naar een overvliegende arend. De vlucht van de 
arend kunnen we beschrijven met de formule 4 = 0,00001s® + 0,08s + 5. De baan van de 
pijl voldoet aan de formule 4 =—0,0032s® + 0,368s + 1,92. In beide formules stelt s de 
horizontale afstand in meter voor en / de bijbehorende hoogte eveneens in meter. 


1 Stel de vlucht van de arend en de baan van de pijl grafisch voor in het assenstelsel. 


hoogte / (m) 


horizontale afstand s (m) 


2 Waarom heeft Witte Veder twee kansen om de arend te treffen? 


3 Op welke hoogte kan de arend getroffen worden door de pijl? 
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Hoofdstuk 1 Graf ieken van veeltermfuncties 


Teken de grafiek van de functie f‚ 


x+2 als x<0 
1 f(x)=J-2x+1 als Osx<2 
0,5x-2 als x>2 


(£+3) +4 als x<0 
(x-3) +4 als x>0 


2 zel 
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® Simon en Lukas deden mee aan een halve triatlon: 3 km zwemmen, 75 km fietsen en 
24 km lopen. In de tabel lezen we hun gemiddelde snelheid af over elke discipline. 


zwemmen fietsen lopen 
Simon 3 km/h 30 km/h 12 km/h 
Lukas 4 km/h 25 km/h 16 km/h 


1 Stel de prestatie van Simon en van Lukas voor met een grafiek die uit drie 
aaneensluitende lijnstukken bestaat. 


Wie bereikte als eerste de finish? 

Hoe groot was de voorsprong? 

Welke betekenis hebben de snijpunten van beide grafieken? 
Wie lag aan de leiding na 4 uur? 


Wat is de gemiddelde snelheid van Simon en van Lukas over deze halve triatlon? 


NAW A WN 


Noteer het drievoudig voorschrift dat het koersverloop weergeeft van Simon. 

De richtingscoëfficiënt van elk lijnstuk komt overeen met de bijbehorende snelheid. 
De vergelijking van de rechten kunnen we opstellen met de formule voor punt en 
rico: y— y‚=alx—x). 
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1.2- Grafieken van veeltermfuncties | siocneie 


Het debiet van een tuinslang is weergegeven met de volgende grafiek. 
debiet d (l/min) 


0 i) 2 3 4 5 6 7 8 
tijd # (s) 


1_In hoeveel seconden kunnen we de sproeikop van de tuinslang volledig 
opendraaien? 


2 Wat is het debiet van deze tuinslang? 


3 Het tweevoudig voorschrift van deze grafiek bestaat uit een tweedegraadsfunctie en 
een constante functie. Stel het voorschrift op. 


4 Controleer het voorschrift met ICT. 
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Onderzoek van 
veeltermfuncties 


Bij een bezoek aan de dokter willen we precies weten welke ziekte we hebben en wanneer we 
zullen genezen zijn. Patiënten vragen zich dikwijls af: 


Is de ziekte besmettelijk? En zo ja, hoelang? 

Zal de koorts nog stijgen? 

Wat is de maximale lichaamstemperatuur die bij deze ziekte kan optreden? 
Wanneer zal de koorts onder de 37 graden zakken? 

Zal de pijn nog toenemen? 


Wanneer zal de pijn volledig verdwenen zijn? 


De gestelde vragen kunnen wetenschappers wiskundig oplossen als ze het ziektebeeld kunnen 
beschrijven met de passende formules. 


2.1 


2.2 


Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen 


Nulwaarden van veeltermfuncties 
Euclidische deling 

Regel van Horner 

Reststelling 
Hogeregraadsvergelijkingen 
Bikwadratische vergelijkingen 
Uitdagingen 


Extreme waarden en tekenverandering 
Verloopschema's van veeltermfuncties 


Tekentabellen en ongelijkheden 
Uitdagingen 


52 
61 
71 
77 
88 
100 
103 


108 
118 
141 


Kl 
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24 Ì Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen 


DP Nulwaarden van veeltermfuncties 


1 (a 
Als we grieperig zijn, dan blijven we best thuis omdat deze ziekte gedurende enkele dagen 


besmettelijk is, Het percentage mensen die we per dag besmetten, kunnen we aflezen op de grafiek. 


percentage besmette mensen 


tijd in dagen 


1_Op welke dag is het gevaar voor besmetting het grootst? 


2 Hoe groot is het percentage besmette mensen die dag? 


3 Wanneer worden meer dan 2 % mensen besmet? 


4 Na hoeveel dagen is het gevaar voor besmetting geweken? 


5 Welke nulwaarden lezen we af op de grafiek? 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen ook 


Nulwaarden van een veeltermfunctie 


Op de grafiek en in de tabel lezen we de nulwaarden van de veeltermfunctie f(x) =x® — 3x° + 2x af. 


De nulwaarden van de functie f zijn O, 1 en 2. 


Om de nulwaarden van f(x) = x*—3x* + 2x te berekenen, stellen we de functiewaarde f(x) gelijk 
aan 0 en lossen we de verkregen vergelijking op. 


fa) =0 
x3- 3x +2x=0 f(x) vervangen door x° — 3x° + 2x 


De vergelijking x* — 3x* + 2x =0 waarin de hoogste exponent van de onbekende gelijk is aan 3, 
noemen we een derdegraadsvergelijking. Vergelijkingen waarin de hoogste exponent van de 
onbekende x hoger is dan 2, noemen we hogeregraadsvergelijkingen. 


Om hogeregraadsvergelijkingen op te lossen, zijn rekentechnieken nodig die we bestuderen in de 
volgende paragraaf. 


Aantal nulwaarden van een veeltermfunctie 


Een n-de graadsfunctie heeft hoogstens n nulwaarden. 
Voorbeeld 


We onderzoeken de grafieken met voorschrift f(x) =0,1x* —0,1x® —x* + q voor verschillende 
waarden van de constante term g. 


q=5 q=4 
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q=3 q =1,620992... 


NORMAL FLORT AUTO REAL RADIAN MP 


q=1 q=-1 


We stellen vast dat de grafiek boven de x-as kan liggen, de x-as kan raken in één punt, de x-as kan 
snijden in twee of vier punten of de x-as kan raken in één punt en snijden in twee punten. 


Bijgevolg heeft een vierdegraadsfunctie hoogstens 4 nulwaarden. 


2d 


Schrijf van de functie alle nulwaarden die we kunnen aflezen op de grafiek. 


1 2 3 


m 
| 
| 
E 
| 
| 
| 


| 
| 
| 
mn 


Nulwaarden: Nulwaarden: Nulwaarden: 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen Hoofdstuk 2 


4 5 6 
[ 5 
| 
0 5 
| V. 
Li 
Nulwaarden: Nulwaarden: Nulwaarden: 
: @ 
Schrijf van de functie f'alle nulwaarden die we kunnen aflezen in de tabel. 
1 % —5 —4 —3 2 —1 0 1 2 3 4 5 
fx) 280 72 0 —8 0 0 —8 0 72 280 720 
Nulwaarden: 
2 x —5 4 =3 _2 =l 0 1 2 3 4 5 
fe) | 182 0 50 40 18 8 10 0 —70 —272 —702 
Nulwaarden: 
3 Xx —5 —4 3 —2 =l 0 1 2 3 4 5 
f@) 54 35 20 9. 2 =l 0 5 14 27 44 
Nulwaarden: 
4 X —5 4 —3 —2 —l 0 1 2 3 4 5 
fx) 50 33 20 1 6 5 8 15 26 41 60 


Nulwaarden: 


56 


LEGE Onderzoek van veeltermfuncties 


8 


Onderzoek of het getal a een nulwaarde is van de veeltermfunctie f. Vink de nulwaarde aan. 


1 a=-l fa)=x* 3x + Ax +Ox-2 


2 a=3 fa) = 2 —5x +89 


3 a=-2 fa) =x* 3x — Ax? +7x— 10 


sd 


Gegeven is de grafiek van een veeltermfunctie. Lees de coördinaten af van de gemeenschappelijke 
punten met de assen. Controleer door berekening. 


1 fa)=x* 3x? 
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Nulwaarden berekenen 


We berekenen de nulwaarden van de functie f(x) =x® —x° — 5x + 2. 


TEXAS INSTRUMENTS 
We tekenen de grafiek en zoeken de eerste nulwaarde tussen de grenzen —3 en —1. 
m [Y=] Xx? -x2- 5x +2 [2ND][CALC] (2: zero] —3 [ENTER] —1 [ENTER] [ENTER] 


AN Ee EE 


De tweede nulwaarde zoeken we tussen de grenzen 0 en 2. 


m_[2ND](CALC] (2: zero] 0 [ENTER] 2 (ENTER) (ENTER) 


ger MET 


De derde nulwaarde zoeken we tussen de grenzen 2 en 4. 


m_[2ND][CALC] [2:zero] 2 [ENTER] 4 [ENTER] [ENTER] 


De drie nulwaarden zijn —2; 0,38. en 2,61... 


CASIO 

We tekenen de grafiek en bepalen de nulwaarden. 

m [MENU] [3:GRAPH] x°—x?— 5x +2 [EXE] [F6: DRAW] [SHIFT] [G-Solv] [F1: Root) (D] [D] 
ERS CSD RE-5RFZ ERP CI RE-SRFZ ERP CID RESRFZ 


koor) koor ROOT 
jeg KEN] =O. I8I35E0IIJ Vz0 jz2, 5618033383  VzD 


De drie nulwaarden zijn —2; 0,38. en 2,61... 
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6 


Bepaal met ICT de nulwaarden. Rond af op 2 decimalen. 
1 fo@)=x +55 

2 fle)=x° +22 6x 12 

3 fa)=x* 4x +8 

4 fw) =x* 3 +26 

5 flx)=x*-x*— 39? —3lx +70 

6 fx)=x* 3-5 Ox 8 

7 f)=2x"- 3x —9 


8 fw)=x° +78 


78 


nulwaarden. Vink de nulwaarden aan. 


De vierdegraadsfuncties hebben nulwaarden die gehele delers zijn van 12. Bepaal met ICT deze 


functie 


12 


—12 


Sa) =x" 44E 17x°— 24x + 36 | | 


fl) =A*—BxS +4? + Ex — 48 | | | 


Ja) =x" +52 + 2x — 20x— 24 | | | 


8 


Geef een voorbeeld van een vierdegraadsfunctie 
a zonder nulwaarden. 

b met één nulwaarde. 

c met twee nulwaarden. 

d met drie nulwaarden. 


e met vier nulwaarden. 
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8 
Teken met ICT de grafiek en gebruik de gegeven venstervariabelen. 


Bepaal de nulwaarden. Rond af op 2 decimalen. 


1 y= +5 +1 2 y=xt+5x-10x-4 
20 40 
2 5 
4 8 
—40 —20 
Nulwaarden: k k Nulwaarden: 
3 y=-2x'+17x*— IX 25x-3 4 y=xt-5x° 7x +13x-2 
1000 60 
=D 10 
—5 10 
—400 —160 
Nulwaarden: Nulwaarden: 
10 
Teken met ICT de grafiek. 


a Bepaal de venstervariabelen, 


b Bepaal de nulwaarden. Rond af op 2 decimalen. 


1 y=x' 2x 20x° 2 y=x?-2x°—360x 


Nulwaarden: Nulwaarden: 
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u 


Door een natuurpark loopt een riviertje waarvan de kronkelige loop overeenkomt met de grafiek 
met voorschrift y= 0,1x* — 0,25x* — 0,8x° + 1,5x + 0,9 en waarin x en y afstanden in kilometer 


voorstellen. 


De wandeldreef met de vier bruggetjes loopt van west naar oost en valt samen met de x-as. De 
westelijke ingang van het park ligt tien meter voor het eerste bruggetje. Vijftig meter achter de 


vierde brug ligt de oostelijke ingang. 


1 Wat is de afstand tussen de twee ingangen van het park? 


2 Wat is de onderlinge afstand tussen de vier bruggetjes? 
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DP Euclidische deling 


Een klas telt 23 leerlingen. Voor een groepswerk wiskunde verdeelt de leraar de leerlingen in 
groepjes van vier. 


1 a Voer de deling uit. 


b Hoeveel groepjes tellen juist vier leerlingen? 
c Hoeveel leerlingen blijven er over na de verdeling? 
d Vul de praktische schikking aan met: deeltal, deler, quotiënt en rest. 
2 Schrijf met de gevonden getallen: 
deeltal =deler - quotiënt + rest 
3 Een pientere leerling merkt op dat de formule onvolledig is. Hij noteert 23=4 + 2+ 15, Dit zou 
betekenen dat de deling van 23 door 4 als quotiënt 2 heeft en als rest 15. Welke bijkomende 


voorwaarde ontbreekt in de formule? Vink de juiste uitspraak aan. 


De rest is groter dan de deler. 


De rest is kleiner dan de deler. 


De rest is gelijk aan de deler. 
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Euclidische deling 


Bij de Euclidische deling van twee natuurlijke getallen D en d, 
is het quotiënt q en de rest r als de getallen D, d, q en r 
voldoen aan de voorwaarden 


D=d:q+r en r<d 


D,‚d,genre N dz0 


Euclidische deling van veeltermen 


Bij de Euclidische deling van twee veeltermen D(x) en d(x), 
is het quotiënt q(x) en de rest r(x) als de veeltermen 
D(x), d(x), q(x) en r(x) voldoen aan de voorwaarden 


D(x) =d(x)-q(x) +r(x) en gr(r(x))<gr(d(x)) of r(x)=0 
d(x) #0 


D(x) | d(x) 


—__ | 9%) 
rx) 


Dit verband tussen deeltal, deler, quotiënt en rest noemen we de formule van de Euclidische deling. 


De rest r(x) is gelijk aan nul bij een opgaande deling en verschillend van nul bij een niet-opgaande 
deling. 


Voorbeeld 


Bij de Euclidische deling van D(x)=x° + 2x? — 2x —7 door d(x) =x? — 3 is het quotiënt 
q(x)=x+2 en de rest r(x) =x— 1. 


We kunnen narekenen: 

KEI = (232) + (XT) (2 — 3x +2) + (x- 1) 
+2 -I-6tX-1 
zt 2-7 


We stellen vast: 
de graad van de rest r(x) =x— 1 is kleiner dan de graad van de deler d(x)=x*—3. 


gr(x-1)=1 en gr(x-3)=2 
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Bij de Euclidische deling van twee veeltermen D(x) en d (x) is het quotiënt gelijk aan q(x) en de 
rest gelijk aan r(x). 


1 Aan welke voorwaarden voldoen de veeltermen D(x), d(x). q (x) en r(x)? 
. DW) = 
gr )<gr( ) of _rD= 
2 Vervang in de bovenstaande voorwaarden elke veelterm door zijn benaming. 


14 


Zet een vinkje als q(x) en r(x) het quotiënt en de rest zijn van de Euclidische deling van D(x) door 
d(x). Controleer de voorwaarden waaraan D(x), d(x), q (x) en r(x) moeten voldoen. 


1 D()=x?-10 dl) =x-3 q)=x+3 r(x)=-1 


2 Dl) =x + +25 d(x)=x*+3x+5 qw)=x-2 r(x)=3x+6 


3 Dy) tr td dl) =x-2 qa)? +35 r(@)=3x+6 


15 d 


De deling van de veelterm D(x) door x? — 2x — 1 heeft als quotiënt 3x — 1 en als rest 3x + 2. Bepaal 
de veelterm D(x). 
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van de deling. 


3x +OX*—5x+8 


3x +Ox°—5x+8 


3x + 3x? 
3x°—5Xx+8 


3x +0x°—5x+8 
—3x® + 3x? 
3258 
-3x*+ 3x 


—2x+8 


3x +0x°—5x+8 
3E 
32 5x+8 
3x + 3x 


=2Xx+8 


6 


+22 


3x? 


3x° + 3x 


32+ 3x 2 


Algoritme voor het delen van veeltermen 


Om de veelterm 3x°* — 5x + 8 te delen door de veelterm x— 1 gebruiken we de praktische schikking 


We rangschikken het deeltal 3x°* — 5x + 8 naar 
dalende machten van x. De ontbrekende 
machten van x geven we de coëfficiënt 0. 


De eerste term 3x° van het quotiënt vinden 
we door de eerste term 3x° van het deeltal 

te delen door de eerste term x van de deler. 
Daarna vermenigvuldigen we 3x° met de deler 
x— 1. Het verkregen product 3x° — 3x° trekken 
we af van het deeltal. 


We merken op: —(3x* —3x°) =-3x° + 3x? 


De tweede term 3x van het quotiënt vinden we 
door de eerste term van de veelterm 

3x* —5x +8 te delen door de eerste term x van 
de deler. Daarna vermenigvuldigen we 3x met 
de deler x— 1. Het verkregen product 3x? — 3x 
trekken we af van de veelterm 3x? — 5x + 8. 


We merken op: (3x? — 3x) =-3x° + 3x 


We herhalen deze werkwijze tot de rest nul is 
of een veelterm is waarvan de graad kleiner is 
dan de graad van de deler. 


We kunnen narekenen dat 3x° — 5x +8=(x— I)(3x°+3x— 2) +6. 
We stellen vast dat de graad van de rest kleiner is dan de graad van de deler x— 1. 
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Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Schrijf het verband tussen deeltal, deler, quotiënt en 
rest. Zet een vinkje als de deling opgaand is. 


1 (A43 HE+ ID): (A +AA H2) m 


43 HEt 1e 


2 (2x? +3x*-x+4):(x° +2) 


W+ d= 


3 (3x°-5x?-9x+15):(x°—3) 


3x* 5x? O+ 15= 
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4 (ax? +5x°—2x-6):(X°—3X) 


ASHA O= 


5 (x*-3x*—7X+8):(X-2) 


x*-3-Txt8= 


6 (-3x*— 10x?+x+ 12): (X+3) 


—3x*—10x* ++ 12= … 


7 (24°—9):(x—-2) 


2x I= 


8 (x°+x):(2-2x+1) 


x3tx= 


9 (4x* +4): (xt 1) 


ASH AS ancora 
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bigE Onderzoek van veeltermfuncties 


10 (c2x*+8x+5):(x-3) m 


2x +8xt5= 


17 B 


Met ICT kunnen we nagaan of een deling met veeltermen juist is uitgevoerd. Van de formule van 
de Euclidische deling voeren we het linker- en het rechterlid in als functies en controleren of de 
bijbehorende grafieken samenvallen. 


Bijvoorbeeld: 3x*—5x+8=(x—1)(3x?+3x-2) +6 zie pagina 64 


EE ven EE ver 


Controleer de rekenresultaten van opdracht 16. 


Deelbaarheid van veeltermen 


Als bij deling van een veelterm D(x) door een veelterm d(x) de rest nul is, dan zeggen we: 
D(x) is deelbaar door d(x) of d(x)is een deler van D(x) 


Met de formule van de Euclidische deling kunnen we de veelterm D(x) schrijven als een product 
van twee veeltermen: D(x)= d(x) : q(x) r(x) =0 


Voorbeeld 


We tonen aan dat x° — 8 deelbaar is door x° + 2x +4 en we schrijven x* — 8 als een product van twee 
veeltermen. 


* Met de praktische schikking voor de deling berekenen we het quotiënt en controleren we of de 
rest gelijk is aan nul: 
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Toon aan dat de veelterm D(x) deelbaar is door de veelterm d(x) en schrijf D(x) als een product 


van twee veeltermen. 


1 DW) = 2 H5K + HI d()=x +3 


Det + Orte 


2 Dy) +5 THS d(x)=x-3 


3 HDT I= 
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xxx 12e 


4 D= rt 1 


xx txtle= 


5 D(x)=4x*— 108 


4x*— 108=. 


3 D(y)=x° 5 -8Ex+ 12 


d()=x+x-2 


d(lx)=x +1 


dx) =-x+3 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen moose 


D Regel van Horner 


We delen de veelterm 3x° + 4x? + 5x — 5 door x+ 2. Met de formule van de Euclidische deling 


schrijven we: 


3 +AA HEX 5 (+2): q(X) + r(x) gr(rx)) <gr(x+2) of r(x)=0 


1 Wat is de hoogstegraadsterm van het quotiënt q (x)? 


2 Wat is de graad van de rest r(x)? 


3 Bepaal het quotiënt q(x) en de rest r(x). 


34 HEX 5 


3x" —6x* 


2x +5x-5 


+2x?+4x 
x-5 
9x 18 


x+2 


»- q()= 
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Quotiënt en rest bepalen bij deling door x — a 
In de praktische schikking voor het delen van de veelterm 2x° — 10x? + 17x—7 door x— 3 zoeken 
we de berekeningen die nodig zijn om de coëfficiënten van het quotiënt en de rest te bepalen. We 


vatten deze berekeningen samen in een schema. 


In de bovenste rij van het schema staan de coëfficiënten van het deeltal. In de onderste rij staan de 
coëfficiënten van het quotiënt en de rest. 


coëfficiënten van het deeltal 


ae 


20 +17x- 7 |x-3 2 —10 17 zi 
ut 6x? 2x 4x +5 a=3 SA En 2E 
4x? + 1x 7 | 5 Es E | 5 
+ 4x? 12x Í | | | 
Dx id coëfficiënten van het quotiënt rest 
—5x+15 
8 


We gaan stapsgewijs na hoe we de coëfficiënten van het quotiënt en de rest berekenen. 


1 De eerste coëfficiënt van het deeltal (2) is de eerste coëfficiënt van het quotiënt (2). 


2 We vermenigvuldigen de eerste coëfficiënt van het quotiënt (2) met a =3 en tellen dit product 
op bij de tweede coëfficiënt van het deeltal. Deze som (-10+2: 3) is de tweede coëfficiënt van 
het quotiënt (-4). 


3 We vermenigvuldigen de tweede coëfficiënt van het quotiënt (—4) met a =3 en tellen dit 
product op bij de derde coëfficiënt van het deeltal. Deze som (17 +(-4) : 3) is de derde 
coëfficiënt van het quotiënt (5). 


4 We herhalen deze werkwijze tot de laatste coëfficiënt van het deeltal. 
Deze som (-7+5:3) is de rest van de deling (8). 


In de onderste rij van het schema lezen we de coëfficiënten van het quotiënt af. Omdat de graad 
van het quotiënt één lager is dan de graad van het deeltal, schrijven we: 


q(x)=2x?-4x+5 
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Het laatste getal uit de onderste rij is gelijk aan de rest. We stellen de rest voor met de letter r 
omdat de rest een reëel getal is. 


r=8 graad rest < graad deler 


Het algoritme om op een snelle wijze het quotiënt en de rest van een deling door x—a te 
berekenen, noemen we de regel van Horner naar William George Horner (1786-1837). 


Merk op 


We schrijven 0 als coëfficiënt in het schema van Horner als in het deeltal een macht van x 
ontbreekt. 


Voorbeeld 
We berekenen het quotiënt en de rest van de deling van 2x* + 3x* — 2x +5 door x+ 4. 


2 3 0 —2 5 2 + 3 + OXX +5 
a=-4 -8 _ 20 80 328 
2 =5 20 82 | 333 
q(x)=2x*— 5x? + 20x— 82 gra) =4-1=3 


r=333 
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Bepaal het quotiënt en de rest van de deling met de regel van Horner. Schrijf het verband tussen 
deeltal, deler, quotiënt en rest, 


1 (At +3? Ar +7): (a 1) 


q)= . . ; r= 


2x +3 -Axrt7= 
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2 (x*-4x?+5x-3):(x-2) 


JONS san E Ke FE 


xt A HEX 3= EE 


3 (ZP +54 +3IX+HI): (X+1) 


qu) = Bn r= 


3x +5x° txt 1e 


6 (e* 327): (1-2) 


ZO) arne r= 


2-3? -7= 


5 (-x* 2? +x):(x+3) 
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6 (243): (x+ 1) 


a) = r= 


+3 = 


7 (5x*-50x+1):(x-3) 


qa) = r= 


5x*-50x+1= 


nd 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Gebruik de regel van Horner indien mogelijk. Schrijf 
het verband tussen deeltal, deler, quotiënt en rest. 


1 (3x*—x+3):(x+2) 


a) = 


r(x)= 


x= 
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2 (3x -x+3):(x°+2) 


qa) = 


r()= 


3x -xt3= 


3 x°:(x-—4) 


4 (2x* 6x — 4x +5): (2x°—1) 


g)=. 


r@)= 


2-6 —Ax 5e 


DP Reststelling 


nwe 


1 Bepaal het quotiënt en de rest van de delingen met de regel van Horner. 


(°+3x- 1): (x—2) 


a)= 


r= … 


(x2+5x +17): (x+3) 


a) 


r= 


(2x*+4x+ 1): (x-3) 


a) = 


r= 


(Bx? +3x+5): (xt 1) 


a)= 


r= 


2 Bereken de getalwaarden en vul de tabel in. 
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deeltal D(x) | delerx—a getalwaarde D(a) 
x?+3x-1 x-2 
x?+5x+17 x+3 
2x +41 x-3 
3x° +35 x+1 


3 Vergelijk de getalwaarde D(a) met de rest r van de deling van D(x) door x — a. Wat stellen we 


vast? 
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Reststelling 


De rest van de deling van een veelterm D(x) door x — a is gelijk aan de getalwaarde D(a). 


Met deze stelling kunnen we de rest van een deling door x— a bepalen zonder de deling uit te 
voeren. 


Voorbeeld 


We bepalen de rest van de deling van de veelterm D(x)=x°— 2x +5 door x +2 zonder de deling uit 
te voeren. Volgens de reststelling is de rest r gelijk aan D(-2). 


D(-2)=(-2}°-2:(-2)+5 
=-844+5 
=1 

Bijgevolg: r=1 


Reststelling bewijzen 


We kunnen de reststelling aantonen met de formule van de Euclidische deling. 


DW) =d): q) tr) gr(r@0) < gr(d) 

DW =(-a) gtr dx) =x-a en r)=r 
D(a)=(a—a)-g(a)+r getalwaarde van D(x) voor x =a 
D(a)=0"q(a)+r 

D(a)=r 

Merk op 


Getalwaarden van veeltermen berekenen met de regel van Horner kan rekenvoordeel opleveren 
omdat we het rekenen met grote getallen omzeilen. 


23 


Bepaal de rest van de deling van D(x) door d(x). Zet een vinkje als de deling opgaand is. 


1 De) =2x +3 +53 dl) =x-1 


i= 


2 D(&)=5r? +32 d(x)=x+1 


F= 


3 DH) =* 242 d)=x-2 


r= 
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4 D= 2-7 +3 dw) =x-4 
r=… 

5 Dx tr -rt1 d(x)=x+4 
r= 

6 D(x)=-3x +5 +42 dlx)=x+1 
r= 

7 D(X)=2x°+5X+AxH4 dlx)=x+2 
r=. 

8 D= +125 d)=x-5 


r= 


24 5 


Bepaal p zodat de deling de gegeven rest heeft. 


1 (2x°+ px? -x-7): (2-2) r=3 


2 (4x? 4px+p?):(x+1) r=0 
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3 (p°x*-3px+5):(x-3) #=3 


Deelbaarheid door x — a 


Een veelterm D(x) is deelbaar door x —a als de rest van de deling nul is. Volgens de reststelling is 
de rest gelijk aan de getalwaarde D(a). 


Kenmerk van deelbaarheid door x — a 


Een veelterm D(x) is deelbaar door x — a als en slechts als de getalwaarde D(a) gelijk is aan nul. 


Voorbeeld 
We tonen aan dat de veelterm D(x)=2x° + 3x° —5x— 6 deelbaar is door x+ 2 en ontbinden D(x) in 
twee factoren. 
We berekenen: 
D(-2)=2" (-2) +3: (-2}°-5: (-2)-6 
=-16+12+10—6 
=0 


De veelterm D(x) is deelbaar door x +2. 


We bereken het quotiënt q(x) met de regel van Horner. 


2 3 = 0 
a=2 4 7) 6 
2 si =ô 0 


Met de formule van de Euclidische deling kunnen we D(x) ontbinden in twee factoren: 


24° +32 — Ex 6=(x+2) (2X°— 4-3) 
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Zet een vinkje als de veelterm D(x) deelbaar is door d(x). 


1 D= 2x +4 


2 D(D)=xS +? 23 


3 D()=-W+5x-7 


4 Dly)=x +8 + Ox 45 


5 D(y)= +245 +12 


26 | 


Toon aan dat de veelterm f(x) deelbaar is door d(x) en ontbind f(x) in twee factoren. 


1 /G)= 24-32 3x +2 
dx) =x-2 
A )= 
2x 3x°-IrH2= 


2 flx)=3x + Bx H4 
d(lx)=x-1 
A )= 


Ja tr Srtd= 


3 flx)=3x"+13x?+13x+3 


dx) =x+1 


A )= 
3x*+13x* + 13+ 3= 
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d(x)=x+2 


d(x)=x+3 


dx)=x-2 


dlx)=x+5 


dlx)=x-4 
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4 fl@)=-3r 7x? +4 


d(x)=x+2 
Al) aen a= 
3-44 
5 f)=x*-27 
d(x)=x-3 
Ale) manen a= 
x°-27= 
6 flx)=8x* +64 
d(x)=x+2 
Aln) vaan a= 
Bx 6d=, 


27 @ 


Het volume van de balk kunnen we berekenen met de formule V(x)=x* + 3x° — 36x + 32. 


l=x-4 


1 Bepaal de gehele getallen 7 en 7 als de hoogte groter is dan de breedte. 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen ook 


2 Bereken de afmetingen en het volume van de balk als x gelijk is aan 10 cm. 


Delers x — a opzoeken 
Als een veelterm D(x) met gehele coëfficiënten deelbaar is door x — a, met a een geheel getal, dan is 
a een deler van de constante term van D(x). 


Bijgevolg kunnen alleen delers a van de constante term van D(x), delers van de vorm x—a 
opleveren. 


Voorbeeld 
We zoeken alle delers x — a met a een geheel getal van de veelterm 2x° + 3x* — 5x — 6. 


Delers van de constante term —6 zijn 1, —1, 2,2, 3,3, 6 en —6. 


a | 1 =i 2 — 3 = 6 == 


D(a) —6 0 12 o 60 St) 504 —300 


Delers van de veelterm 2x° + 3x? — 5x —6 zijn x+ len x+2. 
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Delers x — a opzoeken 
We bepalen alle delers x — a van de veelterm 2x° + 3x° — 5x — 6 met a een geheel getal. 


TEXAS INSTRUMENTS 


We voeren de bijbehorende veeltermfunctie in. Daarna roepen we het scherm TABLE SETUP op. We 
stellen Ask in bij Indpnt (onafhankelijke variabele x) en Auto bij Depend (afhankelijke variabele y). 
nm (Y=] 24+ -5X-6 

2ND) [TBLSET] (w: 2-maal) [»-] (ENTER) 


Pott Plotè Mots 


SETUP 
Nys 82+ 5-6 TblStart=0 
ave eTbl=1 

laNys= Indent: Auto EEN 
laNva= nd: EN Ask 
lyse 

Ned 

lyse 

Yen 


In de X-kolom voeren we alle gehele delers van de constante term —6 in en automatisch verschijnen 
de functiewaarden in de Y1-kolom. 


m [2ND][TABLE)1 (w] —1 [w] 2 [wv] -2 (w] 3 [w] -3 [wv] 6 [w] -6 [w] 


De veelterm 2x° + 3x? — 5x — 6 is dus deelbaar door x+ 1 en x+2 omdat voor x=—l enx=-2de 
getalwaarde van de veelterm nul is. 


Om een tabel te wissen, drukken we ClrTable uit de cataloog. 
m_ [2ND][CATALOG] C [w: tot ClrTable] [ENTER] [ENTER] 


CASIO 


In het menu TABLE voeren we de bijbehorende veeltermfunctie in. Daarna roepen we de tabel op 
met een willekeurige instelling. 


m_ [MENU] [5: TABLE] 2x + 3x? — 5x — 6 [EXE] [F6 : TABL] 


2s 


Bepaal van de veelterm alle delers x— a met a een geheel getal. 


1 x°+brtx=5 


2 x°+2x°-6x-12 


3 XP 5x Er 


4 xx 4r4 


5 x°-3x +26 


6 x°- 2x? -5x+6 


7 x°-7x?+15 


8 x°—19x-30 


295 


Bepaal van de veelterm D(x) één deler x— a met a een geheel getal en ontbind de veelterm in twee 
factoren. 


1 DW) =x rr 2 
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2 DH) =W+7x°—6x-8 


po | 
2x +7X° 6x 8= … 
3 D(9)=3x*——5x+15 


Xx | a= 


D(x) 


It Ext 15= 


4 D()=x*+6x*—6x+7 


x°+6x*-6xH7= 


5 D(x)=2*- 1x? +3 + 10 


D(x) 


2x 1x? +3 + 10= 


6 D(x)=x*- 2-9 


‘| a= 


DG) | 
xx I= 
7 DH) == +3 +2 


D(x) | 


2x +3 xt 2= 
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30 | 


De veelterm heeft —12 als constante term. Zet een vinkje bij elke deler a van —12 waarvoor x— a 
een deler is van de veelterm. Maak gebruik van ICT. 


delers van —12 


veelterm 
lll 2/23 [3 4 Al 6 |-6| 12 |-12 


1 xt 6x* +9 +4x- 12 


2 x°—13x-12 


3 xt +8x* + 1x? 8x 12 


4 | x°+3x Ar 12 


5 x'+9x*—33x° +35Xx— 12 


31 d 


Eén van de vijf ontbindingen is die van de veelterm D(x) =x° —7x—6. Welke? 


A (x—I)(x+2)(x—3) B (x+1)(x-2)(x+3) C (x- Ir 2(x+3) 


D (x+1)(x+2)(x-3) E (x-1)(x-2)(x-3) 
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DP Hogeregraadsvergelijkingen 


32 ma) 


Hogeregraadsvergelijkingen waarin het linkerlid bestaat uit een product van veeltermen van de 
eerste of de tweede graad en het rechterlid gelijk is aan nul, zijn gemakkelijk op te lossen met de 
eigenschap ‘Product gelijk aan nul’. 
1 _Vulin: a:5=0 © 

5:b=0 > 
2 Schrijf de eigenschap ‘Product gelijk aan nul’ met symbolen. 


ab=0 > 


3 Onderzoek met de eigenschap ‘Product gelijk aan nul’ welke van de gegeven getallen een 
oplossing zijn van de vergelijkingen. Duid in het schema de oplossingen aan met een vinkje. 


oplossingen 
vergelijking 
0 1 =i 2 =2 3 —3 
2:x=0 
x-(x-3)=0 
(+1) -x=0 


(x—2) : (x+3)=0 


e-1)2=0 


4 Herleid de derdegraadsvergelijkingen tot een product gelijk aan nul door de 
gemeenschappelijke factor buiten haakjes te brengen. Los de verkregen vergelijkingen op. 


x°-4x=0 x°4x=0 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen ook 


Hogeregraadsvergelijkingen oplossen met de eigenschap ‘Product gelijk aan nul’ 


Om een hogeregraadsvergelijking van de vorm a « b=0 op te lossen: 
«stellen we elke factor gelijk aan nul; 
«lossen we de verkregen vergelijkingen op. 


Met deze methode kunnen we ook hogeregraadsvergelijkingen oplossen waarin de constante term 
ontbreekt. 


Voorbeelden 
(x- Ir? -4)=0 
x-1=0 of _x?-4=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
x=1 x= vergelijkingen oplossen 
x=2 of x=2 
75x*—5x*=0 
5x°(15-x)=0 gemeenschappelijke factor 5x° afzonderen 
5x?=0 of 15-x=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
x=0 x=15 vergelijkingen oplossen 


33 


Los de vergelijking op. 
1 (x+1)(x?-9)=0 2 (at4)(r?+4)=0 
3 7x(3x+5)=0 4 (3x+ (2x 5) =0 
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34 | 


Een vlucht met een luchtballon duurt drie uur. De hoogte van de ballon kunnen we beschrijven 
met de formule: 


h=—100t: (£— 1)’: (£-3) 
h: hoogte in meter 


t: tijd in uur 


Op welke tijdstippen staat de ballon aan de grond? 


35 | 


Zet een vinkje bij elk functievoorschrift waarmee we de gegeven grafiek kunnen tekenen. 


1 fa)=xt + 


2 fla) =x° 3x? 


3 flx)= A+? 


4 fo) =x(x+3) 1 


5 fw) =x(x-3) 


6 fo)= Gr 1) 0 Ì x 


3 


X 


7 f@)= 


x? 


3 


8 fo)= 


=X 
2 
5 
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36 | 


Los de vergelijking op met ICT. 


1 (+45) 5x 14) =0 
2 (+3 (2 +5A+1)=0 
3 x(x°-3x-4)=0 


4 (x?+4x-3)(5x? 3x 4)=0 
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Los de vergelijking op zonder ICT. 


1 x°-4x=0 2 x'+x?=0 


3 x°+2x+x=0 4 2x'+2x=0 
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5 12x*-5x*-2x°=0 


6 10x°—13x'—3x*=0 


Derdegraadsvergelijkingen oplossen met deling door x — a 


Als a een oplossing van een derdegraadsvergelijking D(x) =0 voorstelt, dan is de getalwaarde D(a) 
gelijk aan nul. Bijgevolg is de veelterm D(x) deelbaar door x —a en kunnen we de vergelijking 
D(x)=0 oplossen. 


D(x)=0 
(x—a): q(x)=0 q(x) is het quotiënt van D(x) door x a 
x-a=0 of _q)=0 elke factor gelijkstellen aan nul 


De vergelijking x — a =0 heeft a als oplossing. 

De vergelijking q (x) =0 is een tweedegraadsvergelijking die we kunnen oplossen. 
Voorbeeld 

We lossen de vergelijking 6x* — 13x*+x+2=0 op. 

We zoeken een deler x— a met a een geheel getal van de veelterm 6x° — 13x° +x+ 2, 


Delers van de constante term 2 zijn 1,1, 2 en —2. 


a | 1 =l 2 2 


D(a) | el —18 0 —100 


Een deler van de veelterm 6x* — 13x* +x+2isx—2. 


We lossen de vergelijking op: 


6x* 13? +4 2=0 


6 —13 1 t 
ed 12 =2 -2 
(w- 264? -x-1)=0 En 
| 6 =1 =1 0 
q(x)=6x° -x-1 
x-2=0 of 6x?-x-1=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
1 1 
x=2 Ze of nn D=(-17-4-6-(-1)=25>0 
sE 
5 2-6 2 
heee 
Sn: 
Merk op 


Een derdegraadsvergelijking heeft hoogstens drie oplossingen. 
Een derdegraadsvergelijking die geen enkele gehele oplossing heeft, kunnen we met deze methode 


niet oplossen. 
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Los de derdegraadsvergelijking op. 


1 6x*—17x°-3lx+12=0 


X | 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen Hoofdstuk 2 


62 —13X° +x + 2 delen doorx — 2 


D(x) | 
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2 243 —12x-20=0 


* | 


D(x) | 


3 x+x-10x-12=0 


* | 


D(x) | 


4 X+5X°+7x+12=0 


E | 
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D(x) | 
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Derdegraadsvergelijkingen oplossen 
We berekenen de oplossingen van de derdegraadsvergelijking 6x° — 13x° +x + 2 =0. 


TEXAS INSTRUMENTS 


Met de toepassingstoets APPS kunnen we de toepassing PlySmlt2 oproepen. In het MAIN MENU 
kiezen we de optie POLY ROOT FINDER. 


m_[APPS] [4: PlySmlt2] [ENTER] [1: POLYNOMIAL ROOT FINDER] 


RIN MENU 
VNOMIAL ROOT FINDER 
:SIMULTANEOUS EON SOLVER 


ABOUT 

tPOLY ROOT FINDER HELP 
:SIMULT EON SOLVER HELP 
:QUIT APP 


We voeren de graad 3 van de vergelijking in en kiezen voor een decimale notatie van de 
oplossingen. We drukken de toets F5 (NEXT) en voeren de coëfficiënten in. 


m (FS:NEXT] 6 [ENTER] —13 [ENTER] 1 [ENTER] 2 


ORDER EL KEERN 


abi re(@1) 
FRAC 


axrtarKttarntae=d 


SCI_ ENG 
0123456789 
RADIN CREE 


We drukken de toets F5 (SOLVE) om de vergelijking op te lossen. 
m_ (F5: SOLVE) 


De oplossingen van de vergelijking zijn 2 ; 0,5 en —0,33.... 


CASIO 
In het menu EQUA kiezen we voor het submenu Polynomial. 
= [MENU] (8: EQUA] (F2: POLY) 


olynomia 
jo Data In Memory 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen  Wikichle 


39 
Los op met ICT. Rond af op 2 decimalen. 
1 x5-3-t4=0 


3 x°+2+4xH3=0 


4 x°-4x?+8=0 


40 


Controleer met ICT de rekenresultaten van opdracht 38. 
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a B 


Een meubelfabrikant ontwerpt met zijn computer de volgende zetel. 


Een profieldoorsnede van de zitting bekomen we met de grafiek van de functie 
1 7 
f)= opp Ee —7750x? +35 875x-52062,5) met domf=[0, 10] 


De grootheid x is uitgedrukt in decimeter. De zitting wordt aan het onderstel bevestigd met 
schroeven. De gaten voor deze schroeven komen overeen met de nulwaarden van de functie f: 


Bepaal de plaats van de bevestigingspunten. 


425 


De doorsnede van een rivier kunnen we beschrijven met de functie 


x)= 
Jl 10 000 


(x*—23x* +633x° + 1333x— 50 000) met dom f= [—10, 12] 


De grootheid x is uitgedrukt in meter. 


ns 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen 


1 Wat is de breedte van de rivier als het waterpeil samenvalt met de x-as? 


2 Wat is de breedte van de rivier als het waterpeil twee meter stijgt? 


Hoof 


uk 2 
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DP Bikwadratische vergelijkingen 


Vergelijkingen van de vorm ax° + bx* +c=0 


Vergelijkingen van de vorm ax“ + bx® + c= 0 met a #0 noemen we bikwadratische vergelijkingen. 
Deze vergelijkingen kunnen we oplossen door ze te herleiden tot tweedegraadsvergelijkingen. 


Voorbeeld 
In de bikwadratische vergelijking vervangen we x* door y en verkrijgen zo een 
tweedegraadsvergelijking in y. 
4x* 5x +1=0 bikwadratische vergelijking 
4y*—5y+1=0 x° vervangen door y 
1 
y=l of y= 7 tweedegraadsvergelijking oplossen 
1 
wl 7 y vervangen door x* 
1 1 
x=l of x=-l x= 5 of x= 5 tweedegraadsvergelijkingen oplossen 


43 


Los op zonder ICT. 


1 x°-10x?+9=0 


2 x°-20x’+64=0 
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3 x°-4x?+3=0 


4 x'tx°-6=0 


5 36x'—25x?+4=0 


6 x°+3x°+2=0 


Kd 


bless Onderzoek van veeltermfuncties 


« 


Een zandbank steekt bij laagtij drie meter boven de zeespiegel uit en ligt bij hoogtij een meter 
onder water. De vorm van de zandbank bij hoogtij is te beschrijven met de formule 
y=—0,000001x* + 0,0004x? — 1 waarbij x en y afstanden in meter voorstellen. 


1 Teken met ICT de grafiek van de zandbank bij hoogtij. 


2 Schrijf de formule voor de vorm van de zandbank bij laagtij en teken met ICT de grafiek. 


3 Wat is de zichtbare lengte van de zandbank bij laagtij? 
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(5 | Uitdagingen 


We knippen aan de vier hoeken van een rechthoekig stuk karton van 30 cm bij 50 cm 
vier gelijke vierkanten met zijde x cm weg. Het overblijvende deel vouwen we tot een 
doos zonder deksel. 

50 cm 


k 


1 
1 De lengte /, breedte b en hoogte h van de doos zijn functies van x. 
Noteer deze functies met de formulenotatie. 


2 Schrijf het volume van de doos als een functie van x. Noem de functie f en vul het 
functievoorschrift aan met het werkdomein. 


3 Waarom is het getal 15 geen nulwaarde van f? 
zie pagina 299 


Bij het wegontwerp van een autosnelweg wordt de bestaande helling van de bodem 
langs de aan te leggen weg beschreven met de functie w{x) =0,1x* + 0,5x* — 0,3 in 
de sectie [-2,25 ; 2,25]. De wegas valt samen met de x-as en de eenheid op de x-as en 
de y-as komt overeen met 100 meter. 


1 Teken met ICT de grafiek. 


2 Hoeveel stroken grond moeten er in de beschreven sectie afgegraven worden om de 
ontworpen rijweg aan te leggen? 


3 Hoe lang zijn de af te graven stroken? 
4 Wat is de lengte van het aan te leggen viaduct boven de vallei? 


5 Hoe hoog is de middelste pijler van het viaduct, gemeten vanaf de grond tot het 
wegdek? 


zie pagina 299 
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3 | Het IBAN-nummer (International Bank Account Number) van een bankrekening bestaat 


uit een landcode van twee letters, een controlenummer van twee cijfers gevolgd door het 
nationaal rekeningnummer van 12 cijfers. De eerste drie cijfers van dit nummer duiden 
de bank aan, de volgende groep van zeven cijfers is het persoonlijk nummer van de klant 
en de laatste twee cijfers vormen het controlegetal. 


controlegetal 

BE 58 0010 5748 2579 
landcode persoonlijk nummer 
controlenummer bank 


Het controlegetal is de rest van een deling, Het deeltal bestaat uit de eerste 10 cijfers van 
het nationaal rekeningnummer en de deler is altijd 97. We controleren de juistheid van 
het rekeningnummer 001057482579. 


10574825 =97 - 109018 +79 10574825 Oi 
Gj 109018 


874 
—873 


182 
=97 


855 
=176 


79 


1 Vul het IBAN-nummer aan met het controlegetal van het rekeningnummer. 


a BE75 0010 1234 56 2? b_BE91 0010 9876 54 2? 


2 Reken het controlegetal van je eigen rekeningnummer na. Als de rest 0 is, wordt 97 als 
controlegetal gebruikt. 
zie pagina 300 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Schrijf het verband tussen deeltal, deler, 
quotiënt en rest. 
1 (2x? +241): (4x? +5) 2 (erase) 
zie pagina 302 
We ontbinden de veelterm x° +x? +x° xt tat tata? txt | in twee factoren. 
Als de ene factor x° + x+ 1 is, dan is de tweede factor 
(A) x°+1 (B) x°+x?+1 (C) xfx tx2+1 
(Det eet ekecL UIN ia de 


Vlaamse Wiskunde Olympiade zie pagina 303 
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Als x° —x— 1 een deler is van ax* + bx* + 1, dan is b gelijk aan 
(AND? (B) 1 (©) o (D) 1 (B) 2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 303 


Bepaal p zodat de deling (2x* +7x° +px+3) : (2x° +x+ 1) opgaat. 
zie pagina 304 


Als x* + 4x® + 6px? + 4qx + r deelbaar is door x° + 3x? + 9x + 3 dan is p : (q +r) gelijk aan 


(A) 12 (B) 15 (©) 18 (D) 21 


Ingangsexamen arts 


zie pagina 304 


Bepaal p zodat de delingen (x° — 2x? — 2px +3): (x— 2) en (x°+3x°— px +5): (x+2) 
dezelfde rest hebben. 
zie pagina 305 


Bepaal p en q zodat de veelterm D(x) =x* + px* + qx+ p deelbaar is door x— 3 en 
door x+ 2, 


zie pagina 305 


Bepaal p zodat de deling (x? — 4px + 2p°) : (x— 2) een rest gelijk aan p heeft. 
zie pagina 305 


Kenmerken van deelbaarheid door x— 1 en door x+ 1. 


1 Onder welke voorwaarde voor de coëfficiënten is de veelterm 
D(x)=ax* + bx? + ex +d deelbaar door x— 1? 


2 Onder welke voorwaarde voor de coëfficiënten is de veelterm 
D(x)=ax?+bx* +ex+d deelbaar door x+ 12 


3 Gegeven zijn de veeltermen: 


D()=3*— 22 Ax +1 D= 5x" +5 
Dx) =4x 5x? -x+2 Dx) =-3x*— 2x 1 
D= +1 D= tx+2 


Welke veeltermen zijn deelbaar door x— 1? Door x+ 1? Door x— 1 en door x+ 1? 


zie pagina 306 
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We onderzoeken het kenmerk van deelbaarheid door (x— a) (x— b). 
Gegeven is de veelterm D(x)=x7 —x°+7x° —7. 


1 Toon aan dat D(x) deelbaar is door x— 1 en door x+ 1. 

2 Toon aan dat D(x) deelbaar is door het product (x— 1) (x+ 1). 

3 Vervolledig het kenmerk van deelbaarheid door (x— a) (x— b). 
Een veelterm D(x) is deelbaar door (x — a) (x — b) met a# bals 


4 Toon aan dat D(x)=x° +x*—6x°+3x° + 3x-— 18 deelbaar is door (x— 2)(x+ 3) zonder 
de deling uit te voeren. 
zie pagina 306 


Toon aan dat de veelterm D(x) =3x° — 8x? —x+ 10 deelbaar is door x° —x— 2 zonder de 
deling uit te voeren. 


zie pagina 307 


Bepaal het voorschrift van een derdegraadsfunctie met nulwaarden 0, 2,2 en waarbij 


A1)=6. 


zie pagina 308 
Los op zonder ICT. 
1 x(x-2)-(x-2)=0 5 XS+5X-x-5=0 
2 (x+3)(x—4)—(x+3)=0 6 x°-3x* +2? —6x=0 
3 (x—-2)(x?—4}—(x-2)=0 7 3x 8x -5xrHO=0 
4 xx -xt1=0 8 x'+3x° 3x +3 4=0 
zie pagina 308 


De functie f(x) =x*— 14x® + 68x* — 136x + 96 heeft een dubbele nulwaarde 2. Bepaal 
zonder ICT alle nulwaarden. 


zie pagina 310 


Gegeven is de vergelijking 18x®— 15x* —x+2=0. 


1 Waarom kunnen we deze vergelijking niet oplossen met deling door x — a waarbij a 
een geheel getal is? 


2 Bereken met ICT de oplossingen. 
zie pagina 311 


2.1 - Nulwaarden en hogeregraadsvergelijkingen Hoofdstuk 2 


19) De lengte en de breedte van een balk is 10 cm. Als we de drie afmetingen van de balk 
vermeerderen met zijn hoogte h, dan wordt het volume 4,5-maal groter. 


h+h 


= 


Â0 10+h 
10 10+h 


1 Wat is het volume V, van de kleine balk in functie van de hoogte h? 
2 Wat is het volume V, van de grote balk in functie van de hoogte A? 
3 Stel met het verband tussen de twee volumen een vergelijking in / op. 
4 Bereken de oorspronkelijke hoogte / van de balk. 
zie pagina 311 
Voor welke waarden van p heeft de functie f(x) =x° + 4px drie nulwaarden? 
(A) p<-l (B) p<0 (©) p<l 
(D) ps<-1 (E) p<0 (F) pSl 
zie pagina 312 


Voor welke waarde van p heeft de functie f(x) =x® + px* + 9x slechts één nulwaarde? 


zie pagina 312 


De grafiek van de functie f(x) =—0,25x* + 2x* — 4 benadert de vorm van een kabel die 
opgehangen is tussen drie katrollen. 


1 Teken met ICT de grafiek. 
2 Wat is de afstand tussen de twee bovenste katrollen als de eenheid op de assen 10 cm 


is? 
zie pagina 313 
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| 2.2 | | Extreme waarden en tekenverandering 


DB Verloopschema’s van veeltermfuncties 


1 as 
In België geldt leerplicht tot 18 jaar. Na onze studies komen we op de arbeidsmarkt terecht. Het 
percentage mensen van de niet-schoolplichtige bevolking dat tewerkgesteld is, noemen we de 


tewerkstellingsgraad. Statistici hebben een grafiek met bijbehorende formule gevonden voor de 
tewerkstellingsgraad in functie van de leeftijd. 


p=0,005(!— 18)(/— 67)? p: tewerkstellingsgraad in % 


L: leeftijd in jaar 


tewerkstellingsgraad p (%) 


67 
leeftijd t (jaar) 


Beantwoord de vragen met behulp van de grafiek. 

1 Wat is het werkdomein van deze functie? 

2 Vanaf welke leeftijd daalt de tewerkstellingsgraad onder de 50 %? 

3 Voor welke leeftijd is de tewerkstellingsgraad maximaal? 
En minimaal? 

4 Het stijgen en dalen van de tewerkstellingsgraad is in de tabel aangeduid met pijltjes. Vul de 
tabel aan met de leeftijd waarbij de tewerkstellingsgraad maximaal is en met het bijbehorende 
percentage. 


leeftijd / (jaar) | 18 67 


tewerkstellingsgraad p (%) | 0 Z Xe 0 


2.2 - Extreme waarden en tekenverandering moeke 


Verloopschema van een veeltermfunctie opstellen 


Om het verloop of het stijgen en dalen van de functie f(x) =x° — 3x + 2 te onderzoeken, 
tekenen we de grafiek en bepalen we de coördinaten van de toppen. 


ge 


LI | Ì Toppen: _(-1,4) (1,0) 


Als we de grafiek van links naar rechts doorlopen, zal bij een toename van het origineel x 
«_de functiewaarde f(x) toenemen voor originelen kleiner dan —1; 

«_de functiewaarde f(x) afnemen voor originelen tussen —1 en 1; 

«_de functiewaarde f(x) toenemen voor originelen groter dan 1. 


We zeggen: 


«de functie f is stijgend als x<—l of x> 1; 
«de functie f is dalend als 1 <x< 1. 


Voor x=—1 gaat de functie over van stijgend naar dalend en bereikt een maximale 
functiewaarde. 
De functiewaarde 4 noemen we een maximum van de functie. 


Voor x= 1 gaat de functie over van dalend naar stijgend en bereikt een minimale 
functiewaarde. 
De functiewaarde 0 noemen we een minimum van de functie. 


Een maximum of een minimum van een functie noemen we ook een extremum of uiterste 
waarde van de functie. 


Schematisch stellen we het verloop van de veeltermfunctie f(x) =x* — 3x + 2 voor met een 
verloopschema. 


| 1 1 
A 


HIE f EI hoogste punt laagste punt 
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Merk op 


Het maximum 4 is niet de grootste functiewaarde, zo is f(3) = 20 groter dan 4. Ook het 
minimum 0 is niet de kleinste functiewaarde omdat bijvoorbeeld f(-3) =—16 kleiner is dan 0. 
We spreken daarom soms over een relatief maximum of een relatief mini 


Voorbeeld 


We stellen het verloopschema op van de vierdegraadsfunctie f(x) = 2,5x* — 5x*. 
Grafiek 


Toppen: (-1;-2,5) (0,0) (1; -2,5) 


Verloopschema 

x | =i 0 1 

GON Bd  DA 
minimum maximum minimum 


Extreme waarden van een functie bepalen 
We bepalen de extreme waarden van de derdegraadsfunctie f(x) = x° — 3x + 2. 
TEXAS INSTRUMENTS 


We tekenen de grafiek in het standaardkijkvenster. 
m [Y=]x-3x+2 [ZOOM] [6: ZStandard] 


2.2 - Extreme waarden en tekenverandering sand 


De x-coördinaat van het hoogste punt (maximum) ligt tussen de grenzen —2 en 0. 


m_[2ND][CALC] [4: maximum] —2 [ENTER] 0 [ENTER] [ENTER] 


De x-coördinaat van het laagste punt (minimum) ligt tussen de grenzen 0 en 2. 


m_[2ND][CALC] (3: minimum] 0 [ENTER] 2 [ENTER] [ENTER 


Eid vn 


Et ver 


Bee 


In een grafiekvenster worden de coördinaten van de toppen meestal bij benadering weergegeven. 
We lezen het hoogste punt (—1, 4) en het laagste punt (1,0) af. 


CASIO 
We tekenen de grafiek in het standaardkijkvenster. 


m_ [MENU] (3: GRAPH) x? — 3x + 2 [EXE] [SHIFT] (V-Window) (F3: STD) [EXE] (F6: DRAW] 
y= iew Window 


We bepalen de coördinaten van het hoogste punt (maximum). 
m (SHIFT) (G-Solv] (F2: MAX] 


PIER" CD -SKFZ 


LOOT [MAX EKCPT| ze | Vai 
We bepalen de coördinaten van het laagste punt (minimum). 
m_ (SHIFT) [GSolv] [F3: MIN] 


PIERC5I-SKFZ 


MIN 


00T [MAX rade rad el vn 


We lezen het hoogste punt (—1, 4) en het laagste punt (1,0) af. 
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2d 
Passagiers van een luchtballon kunnen de hoogte ervan meten met een hoogtemeter. Met de 


1 
meetresultaten van een drie uur durende vlucht werd de formule A(t) zn — 2 + 3t opgesteld. 


Hierin stelt / de hoogte van de ballon voor uitgedrukt in kilometer en t de tijd in uren. 


1 Teken de grafiek. 


hoogte / (km) 
2,5: 5 
2 Í 
15 T | 
| | 
0,5 
o 4 4 4 4 8 : \ 
0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5 


tijd £(h) 


2 Op welke hoogte is de ballon na een half uur? 


3 Wanneer is de ballon op 1 kilometer hoogte? 


4 Stel het stijgen en dalen van de ballon schematisch voor. 


tijd # (s) 0 3 


hoogte / (km) | 0 0 


5 Wanneer begint de ballon te dalen? 


6 Welke hoogte heeft de ballon op dat ogenblik? 


7_In welk tijdsinterval stijgt de ballon? 


12 
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3 8 


Een Formule 1-piloot maakt een oefenrit op een rechte baan. Hij vertrekt vanuit stilstand. De 
snelheid van de wagen voldoet aan de formule: 
v=—0,000034' + 0,006” — 0,48 + 181 v: snelheid in km/h 
t:tijdins 
1 Teken de grafiek. 


snelheid v (km/h) 
OTT 


010 20 30 40 50 60 70 80 90 100 HO 120 
tijd (6) 


2 Hoelang duurt de oefenrit? 
3 Stel het stijgen en het dalen van de snelheid schematisch voor. 


tijd 1 (s) | 0 100 


snelheid v (km/h) | 0 0 


4 Wanneer is de snelheid van de racewagen maximaal? 
5 Wat is de maximale snelheid? 


6 In welk tijdsinterval daalt de snelheid? 
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4 
Stel het verloopschema op. 
1 fx) = 22° + 6x? 
Toppen: 
Verloopschema 


X 


/) 


2 f)=3 +7 
Toppen: 
Verloopschema 


X 


Jo) 


3 flx)=2x 3x 
Toppen: 
Verloopschema 


X 


{0} 


4 fw)= 2 +3 
Toppen: 


Verloopschema 


X 


fa) 
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5 fw) == +8 +18 
Toppen: 


Verloopschema 


Xx 


{6) 


6 flx)=4rt +3 — Ox 
Toppen: 
Verloopschema 


X 


/o) 


sd 


Hoe sneller een wasmachine centrifugeert, hoe droger de was uit de wasmachine komt. Een 
volautomatische wasmachine doet een laatste zwierbeurt van 6 minuten. De draaisnelheid wordt 
beschreven met de formule: 


n=—30t + 1504 + 1804 n: draaisnelheid in aantal toeren per minuut 
t: tijd in minuten 


1 Stel het stijgen en dalen van de draaisnelheid schematisch voor. 


tijd f (min) | 0 6 


draaisnelheid 7 (toeren/min) | 0 0 


2 Wanneer is het toerental maximaal? 


3 Wat is de maximale draaisnelheid? 


15 
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In de supermarkt is het soms lang wachten aan de kassa. De gemiddelde wachttijd is sterk 
afhankelijk van het tijdstip waarop we de winkel bezoeken en wordt gegeven door de formule: 
41 19 157 5 
wt) =d w: gemiddelde wachttijd in minuten 

1200: 400 120 "2 t: aantal uren na 9 uur 


1 Als we weten dat de winkel om 19 uur sluit, bepaal dan het werkdomein van deze functie. 


2 Hoeveel bedraagt de gemiddelde wachttijd bij openingstijd? En bij sluitingstijd? 


3 Stel het stijgen en dalen van de gemiddelde wachttijd schematisch voor. 


aantal uren £ 


gem. wachttijd w (min) 


4 Hoeveel minuten moeten we maximaal aan de kassa wachten? 


5 Wat is het ideale moment om ons naar de kassa te begeven? 


2.2 - Extreme waarden en tekenverandering WilgaleÂ 


8 
Het pijnstillend effect van het geneesmiddel Delta-Med kunnen we beschrijven met de formule 
w(t)= 5e Ze. Hierin stelt w de tijdelijke werking van een tablet voor uitgedrukt in procenten 


en t de tijd in uren. 


1 Hoelang duurt de werking van een tablet Delta-Med? 


2 Wanneer is de werking maximaal? 


3 Hoeveel procent bedraagt de maximale werking van het tablet? 


4 Op welke tijdstippen werkt Delta-Med voor 75 %? 


17 
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DP Tekentabellen en ongelijkheden 


s 


De tweevoudige sprong van een dolfijn wordt met speciale apparatuur gefilmd zodat de 
hoogte van de dolfijn op elk tijdstip kan worden bepaald. De hoogte van de sprong kunnen we 
beschrijven met de formule: 


h=0lf"+1,5£—7,1 + 10,54 h: hoogte boven het waterniveau in meter 
t: tijd in seconden 


hoogte / (m) 


1 Hoelang duurt de tweevoudige sprong? 


2 Na hoeveel seconden duikt de dolfijn voor de eerste maal in het water? 


3 Hoelang blijft de dolfijn boven water? 


4 De periode waarin de dolfijn zich boven of onder het wateroppervlak bevindt, kunnen we 
schematisch weergeven met een tekentabel. Vul de tabel aan met de ontbrekende nulwaarden 
en duid de positieve en negatieve hoogten aan. 


tijd £ (s) 0 7 


hoogte A (m) | 0 0 


5 In welk tijdsinterval blijft de dolfijn onder water? 
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Tekentabel van een veeltermfunctie opstellen 


Als we het teken van een veeltermfunctie onderzoeken, gaan we na voor welke originelen de 
functiewaarden positief, negatief of nul zijn. 
Grafische methode 


Om het teken van f(x) =x* — 3x? —x + 3 te onderzoeken, tekenen we de grafiek en bepalen we de 
nulwaarden. 


Nulwaarden: —1, 1 en 3 


We stellen vast dat 

*_de grafiek boven de x-as ligt tussen de nulwaarden —1 en 1 en rechts van de nulwaarde 3; 
«de grafiek onder de x-as ligt links van de nulwaarde —1 en tussen de nulwaarden 1 en 3. 
We schrijven: 

. fa) >0 als =l<x<l of x>3 

. fx) <0 als x<-l of I<x<3 


Schematisch stellen we het teken van de veeltermfunctie f(x) =x° — 3x* — x+3 voor met een 
tekentabel. 


x | —l 1 3 
7e) | — 0 + 0 — 0 + 
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Voorbeeld 


We stellen de tekentabel op van de functie f(x) = 10x* — 23x° + 5x +2. 
Grafiek 


Nulwaarden: —0,2; 0,5 en 2 


Tekentabel 

x | —02 05 2 
ZOE 0 + 5 0 + 
Merk op 


Het nadeel van de grafische methode is dat in het standaardkijkvenster de snijpunten van de 
grafiek met de x-as niet allemaal zichtbaar zijn. Bijvoorbeeld: f(x) =0,005(x* — 225)(x* — 9). 


standaardkijkvenster aangepast kijkvenster 


70 


Algebraïsche methode 


Om het teken te kennen van een veeltermfunctie met graad hoger dan twee, ontbinden we 
het functievoorschrift in factoren van de eerste en tweede graad. We bepalen eerst het teken 
van elke factor afzonderlijk en daarna het teken van het product met de tekenregel voor de 
vermenigvuldiging. 

Voorbeeld 

We stellen de tekentabel op van de functie f(x) = 10x* — 23x° + 5x + 2, 


Ontbinden in factoren 


p x | 1 1 2 
JW) =(w- 2102 —3x- 1) NR 
f(x) delen door x — 2 
10 =23 5 2 
a=2 20 =6 7E 
| 10 El — 0 


2.2 - Extreme waarden en tekenverandering Wil aeÂ 


Nulwaarden 
fa)=0 
(x= 2(10x2— 3x 1) =0 
x-2=0 of 10x*—3x-1=0 elke factor gelijkstellen aan nul 
nd x=0,5 of x=-02 D=(-3)-4" 10" (-1)=49 
=C3)+ Va 
E05 
2-10 
3-7 
A= =0,2 
Tekentabel 
x —02 0,5 2 
X-2 = = = = — 0 + teken van eerstegraadsfunctie 
10x*-3x-1| + 0 = 0 + + + teken van tweedegraadsfunctie 
fx) hd 0 + 0 — 0 + tekenregel voor vermenigvuldiging 
Merk op 
In de tekentabel komt het uiterst rechtse teken van f(x) altijd overeen met het teken van de 
coëfficiënt van de hoogstegraadsterm. Als het aantal nulwaarden van een veeltermfunctie gelijk is 
aan de graad ervan, dan wisselen de tekens + en — elkaar af. 


8 


We kunnen alle nulwaarden van de veeltermfunctie op de grafiek aflezen. Stel een tekentabel op. 
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10 


2 
x 
fo) | 
3 
x 
{6) 


We kunnen alle nulwaarden van de veeltermfunctie in de tabel aflezen. Stel een tekentabel op. 


1 Xx 5 4 —3 2 =l 0 1 2 3 4 5 
fe) | 432 —120 0 18 0 —12 0 30 48 0 —192 
Xx 
{6 

2 x —5 —4 —3 2 —l 0 1 2 3 4 5 
fl) |-128 63 24 —5 0 —3 —8 —9 0 25 72 
x 
Je) 

3 x —5 4 —3 2 —1 0 1 2 3 4 5 
fx) 351 153 55 15 3 1 3 15 55 153 351 
x 
6) 
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ARP 


Stel met de grafische methode de tekentabel op. 
1 fo) =P +3 Ax 12 


Nulwaarden: 


Tekentabel 


X 


700 | 
2 flx)=A? +3 — IX +27 


Nulwaarden: 
Tekentabel 


X 


{6) | 


3 fl) +244 


Nulwaarden: 
Tekentabel 


X 


fe) | 
4 JL) =—5X +105 


Nulwaarden: 
Tekentabel 


X 


f) | 


5 fa) +8x 


Nulwaarden: 
Tekentabel 


X 


{6) | 
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2 B 


Stel met de algebraïsche methode de tekentabel op. 
1 f@)=(x— 3) + 5x +6) 


Nulwaarden 


Tekentabel 


2 fw) =(5-)x- 2) 
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3 fl) = (xe +2) 


4 flo) =(x— I)(2x* — 3x +2) 
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13 
Stel met de algebraïsche methode de tekentabel op. 
1 fW)=2 +4 3x 18 


Ontbinden in factoren 


Nulwaarden 


Tekentabel 
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2 fl) xt 4 


3 f(X) = 10x*— 49° — 8x +15 
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4 fl) =2— 12+ 18x 
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Hogeregraadsongelijkheden oplossen met een tekentabel 


Een ongelijkheid van de vorm ax* + bx? + cx + d < 0 noemen we een derdegraadsongelijkheid in x. 
Ongelijkheden waarvan de graad hoger is dan twee, noemen we hogeregraadsongelijkheden. 


Om een hogeregraadsongelijkheid op te lossen, herleiden we de ongelijkheid op nul en stellen een 
tekentabel op van de functie bepaald door het linkerlid. In de tekentabel lezen we de oplossingen 
van de ongelijkheid af. 


Voorbeeld 
We lossen de ongelijkheid x* — 3x —x+ 3 > 0 op. 


Tekentabel van f(x) =x® — 3x° —x+3 


% | ml 1 3 
zie tekentabel pagina 119 
fa) | — 0 + 0 — 0 Kn 
Oplossing van f(x) > 0 


ee grafische voorstelling op getallenas 
-3 -2 =l 0 1 2 3 4 5 6 


-ISxSIl of x23 notatie met ongelijkheden 


xe [-1, 1JU[3, +eof intervalnotatie 


Het symbool U staat voor unie en voegt de intervallen [—1, 1] en [3, +ee[ samen tot één 
verzameling. 


14 | 


Los de ongelijkheid op door een tekentabel op te stellen met de grafische methode. Stel de 
oplossing voor met ongelijkheden. 


1 +256 <0 
S= 
Nulwaarden: 


Tekentabel 


Oplossing van f(x) <0: 
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2 47 -TX+220 


4 +2 47-8-1220 
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5 +21 12 +36 <0 


15 


Los de ongelijkheid op door de tekentabel op te stellen met de grafische methode. Vul de gekozen 
venstervariabelen in en stel de oplossing voor met intervallen. 


12-162? +51x-36 20 
{)= 


in 7 Krax Vrain 7 Vrmax 7 


min max 


Nulwaarden: … 


Tekentabel 


Oplossing van f(x) > 0: 


2 x—125x +484 <0 
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16 


Bij een kubus met ribbe 10 cm is het maatgetal van het volume in cm° groter dan het maatgetal 
van de oppervlakte in cm? 


10 
10° > 10°: 6 10 
10 


5 10 7 aa To 


Welke kubussen met ribbe x hebben een volume waarvan het maatgetal kleiner is dan het 
maatgetal van de oppervlakte? 


1 Vertaal het probleem in een ongelijkheid. 


2 Herleid de ongelijkheid op nul. 


3 Bereken de nulwaarden van de functie f bepaald door de veelterm van de ongelijkheid in 
vraag 2. 


4 Stel de tekentabel op van de functie f: 


5 Schrijf de oplossing van het probleem met ongelijkheden. 


2.2 - Extreme waarden en tekenverandering WilgaleÂ 


17 


Los de ongelijkheid op door de tekentabel op te stellen met de algebraïsche methode. Stel de 
oplossing voor met ongelijkheden. 


1 x(x+1)(4-2) 20 


Jw)= 


Nulwaarden 


Tekentabel 


Oplossing van f(x) > 0: 


2 x(x-1)>0 
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3 (x-2)}(x+3) <0 
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4 (2-1) 20 


18 |) 


Los de ongelijkheid op door de tekentabel op te stellen met de algebraïsche methode. Stel de 
oplossing voor met ongelijkheden. 


1 12 +224 20 
Jw)= 


Ontbinden in factoren 


Nulwaarden 
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Tekentabel 


Oplossing van f(x) > 0: 


2 4x°-3x-1S0 
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3 3123 + 12 <0 
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4 Ax 35-920 
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19 5 


Het dwarsprofiel van een tunnel met twee rijstroken kunnen we met de formule 
h(x) =—0,005x/ + 0,01x’ +8 beschrijven. Hierin stelt A de hoogte van de tunnel in meter voor, 
gemeten op een afstand x van het midden van de weg. 


hoogte h (m) 


1 Wat is de maximale hoogte van de tunnel? 


2 Wat is de breedte van de tunnel? 


3 Bepaal de maximale breedte van de weg als de tunnelhoogte boven elke rijstrook groter is dan 
4,5 meter. 


«_ Stel een ongelijkheid op. 
*_Herleid op nul. 


* Los de ongelijkheid op door een tekentabel op te stellen met de grafische methode. 
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« Bepaal de maximale breedte van de weg. 
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” | | Uitdagingen 


1 | Stel het verloopschema op. 
1 fw) =4x (10 —x)(6—x) 3 fl) =25x' — 800 000x + 12 345 
2 fla) =32® — 25x° + 60x—35 4 f(x) =100x*—10x° 


zie pagina 314 


Je hebt een goed geheugen nodig om een vreemde taal te leren. Een experiment op 
studenten die een cursus Japans volgen, leert ons dat woorden uit het hoofd leren sterk 
afhankelijk is van de studietijd. De doorsnee-student voldoet aan de formule: 


w(t)= an! + 5 w: aantal woorden per minuut t: studietijd in minuten 
1 Wanneer is het verzadigingsmoment voor deze doorsnee-student bereikt? 

2 Stel het stijgen en dalen van w schematisch voor. 

3 Wanneer memoriseert hij de meeste woorden per minuut? 


4 Hoeveel woorden zijn dat? 
zie pagina 315 


3 | Bepaal de plaats van het punt P zodat de som van de volumes van de ingekleurde 
kubussen minimaal is. 


zie pagina 315 
Stel met de algebraïsche methode de tekentabel op. 
1 flx)=xlx+ 2)? 4 flx)= 122 +35 
2 en En 5 fb) 2-8 
3 fB) =H - 2-4 +16 Poesie 
zie pagina 316 
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Op de schermafdruk zien we enkele grafieken van de functie f(x) = (x— 2)(x* — 5x + p) 
voor verschillende waarden van de variabele p. Voor welke waarden van p heeft de 
functie slechts één tekenverandering in het tekenverloop? 


zie pagina 320 


Voor welke waarden van x ligt de grafiek van f boven de grafiek van g? 
Los op met ICT en stel de oplossing voor op een getallenas. 


1 fe)=2+1l en g(x)=2 
2 fa)= tl en gx)=x+3 
3 fa)= en g@)=+4 


4 fl@)=100x*—10x® en _g(x)=1000 
zie pagina 320 


Los de ongelijkheid op met ICT. Bedenk dat beide leden van de ongelijkheid een functie 
bepalen (zie ook uitdaging 6). Stel de oplossing voor met intervallen. 


1 22 +1 3 4 +20x> xt +52 


DOEK 4 A1 
zie pagina 321 


Een Belgisch bedrijf dat gespecialiseerd is in de productie van ledverlichting, ontdekt na 
zorgvuldig onderzoek dat er een merkwaardig verband bestaat tussen de verkoopprijs p 
van een bepaald type lamp en de winst w die de firma jaarlijks maakt. 


w(p) =—0,0007p* + 0,043p* —0,8047p* + 5,526p — 15 


w: winst in miljoen euro 


p : prijs van een ledlamp in euro 


1 Wat is de jaarlijkse winst als de prijs van de ledlamp 25 euro bedraagt? 
2 Voor welke prijs is de winst maximaal? 

3 Hoeveel bedraagt de maximale winst? 
4 


Het bedrijf stelt dat de jaarlijkse winst minimaal 10 miljoen euro moet bedragen. 
Schrijf met een ongelijkheid alle mogelijke prijzen van een ledlamp. 


5 Hoe groot is de winst of het verlies als het bedrijf, bij wijze van reclamestunt, twee 
lampen voor de prijs van één zou verkopen? 


zie pagina 322 
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| Nadat er een ringweg verder doorgetrokken was, kwamen er heel wat klachten over 
geluidshinder van de omwonenden. De statistische dienst van het Vlaams departement 
van Openbare Werken voerde daarom metingen uit naar de verkeersdrukte. Uit 
de metingen blijkt dat het debiet van het verkeer over een viaduct op deze weg te 
omschrijven is met de formule w=—0,02£ + 0,32’ + 3,841 + 5. Hierin stelt w het aantal 
wagens per minuut voor en { de uuraanduiding. 


1 Wat is de verkeersdrukte om 24 uur? 
2 Wanneer doet zich een verkeerspiek voor? 
Hoeveel wagens per minuut tellen we dan? 


3 Wanneer heeft het viaduct een debiet van meer dan 50 wagens per minuut? 


zie pagina 323 


® Cas wil een plantenbak plooien uit een zinken plaat van 70 x 100 cm. Daarvoor knipt 
hij op de vier hoeken van de plaat een vierkant met zijde x weg, plooit de vrijgekomen 
zijwanden naar boven en soldeert de naden dicht. 


eá ° 23 


1 Stel een formule op voor de inhoud van de plantenbak in functie van de zijde x. 


2 Voor welke x kan de bak minimum 40 liter potaarde bevatten? Welke ongelijkheid 
moeten we oplossen zodat x uitgedrukt is in cm? Los op met ICT. 


3 Voor welke waarde van x heeft de plantenbak de grootste inhoud? 
4 Wat zijn de afmetingen van de bloembak met de grootste inhoud? 
5 Hoeveel liter teelaarde kan deze bloembak bevatten? 


zie pagina 324 
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Veranderingen 
van veeltermfuncties 


De snelheid van een wagen verandert voortdurend tijdens het rijden. Wanneer een auto op een 
file inrijdt, gebeurt deze snelheidsverandering bruusk. 


Simulaties van ongevallen met testwagens hebben tot nieuwe inzichten en ontwikkelingen 
geleid. 


m Auto's kregen kreukelzones. 
m Het dragen van de veiligheidsgordel werd verplicht. 
m De airbag werd geïntroduceerd. 


„an de wielen te voorkomen tijdens een noodstop, werden auto’s 
teem (ABS). 


m Om het blokkeren 
uitgerust met een antiblokkeersy 


m Het adaptieve cruise control (ACC) houdt de snelheid van de auto constant en neemt zelfs 
gas terug wanneer we de voorganger te dicht naderen. 


In dit hoofdstuk zullen we veranderingen voorstellen op een grafiek en berekenen met een 
formule. Ook zullen we het onderscheid leren kennen tussen de gemiddelde verandering over 
een periode en de ogenblikkelijke verandering op een bepaald moment. 


3.1 


3.2 


Gemiddelde verandering 


Veranderingen en toenamediagram 
Gemiddelde verandering en gemiddelde helling 
Gemiddelde snelheid 

Uitdagingen 


Ogenblikkelijke verandering 


Ogenblikkelijke verandering en helling in een punt 
Ogenblikkelijke snelheid 

Uitdagingen 

Exploratie 


146 
162 
177 
184 


190 
196 
202 
204 
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3 | Gemiddelde verandering 


DP Veranderingen en toenamediagram 


1 a 


Beleggen op de beurs is niet zonder risico. De jaargrafiek toont hoe de beurswaarden van een 
Europees aandeel veranderen. Analisten proberen aan de hand van de grafiek het koersverloop 
van het aandeel te voorspellen. 


beurswaarden (EUR) 
136 TT _— T i—i RT. ES DV En 


134 
132 
130 
128 
126 
124 
122 
120 
118 
116 
14 
12 
110 
108 
106 } } } } + + } 
104 


JAN FEB MAA APR MEI JUN JUL AUG SEP OKT NOV DEC 


1 Met hoeveel euro steeg het aandeel gedurende een volledig jaar? 


2 Thomas kocht aandelen begin maart. Met hoeveel euro zijn de aandelen in waarde gedaald 
twee maanden na de aankoop? 


3 Begin november verkocht Thomas zijn aandelen. Hoeveel bedroeg de winst of het verlies per 
aandeel? 


4 Tijdens het laatste kwartaal van het jaar maakte het aandeel een herstelbeweging. Wat is de 
waardeverandering over deze periode? 
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Veranderingen en toenamediagram 


De koers van een aandeel op de beurs verandert voortdurend. Andere voorbeelden van 
grootheden die gedurende een periode kunnen veranderen, zijn: temperatuur, luchtdruk, snelheid, 
bevolkingscijfers, productiekosten, enz. 


De tabel en grafiek laten zien hoe de temperatuur op een dag in juni verandert tussen 6 uur 
‘s morgens en 9 uur ’s avonds. 


tijd £(h) 6 9 1 1 18 a 
temperatuur 7'(°C) 8 12 18 20 15 10 
verandering AT (°C) +4 +6 +2 —5 =5 
temperatuur 7'(°C) 
20 


18 


12 
10 
8 
6 9 12 15 18 21 
tijd £(h) 


De verandering van de temperatuur tussen 15 uur en 18 uur is —5 °C. 


Veranderingen en differenties 


De verandering van de functiewaarde f(x) over het interval [x,x+ Ax] is het verschil 


Sla+ Ax) f(x). 


bAy=fla+ Ax) fla) 


x 


x+Ax 


De verschillen aangeduid op de grafiek, noemen we differenties en noteren we met de Griekse 
letter delta (A). 
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De differentie Ax is de lengte of de stapgrootte van het interval [x, x+ Ax] waarover de verandering 
gebeurt. 


De differentie Ay is de verandering van de functiewaarde over het interval [x,x+ Ax]: 
Ay =flx+ Ax) f(x) 
Een differentie kan zowel positief als negatief zijn. 


Toenamediagram 


Een grafiek waarop veranderingen voorgesteld zijn met verticale staafjes op de horizontale as, 
noemen we een toenamediagram. 


Voorbeeld 
We tekenen een toenamediagram van de temperatuurveranderingen uit voorgaande tabel, 
De temperatuurveranderingen over de tijdsintervallen [6,9], (9, 12], [12, 15], [15, 18) en (18, 21] 


zetten we verticaal uit op de rechtergrenzen van deze intervallen. 


temperatuurverandering A7 (°C) 


GH ' 
| 


gE 


9| | ja | 16, \ His, | J2l) tjdé(h) 
f 


SB 


De stapgrootte At van het toenamediagram is 3 uur. 


De temperatuurveranderingen AT lezen we af op de verticale as. 


2d 


Gegeven is de grafiek van een functie f. 


3.1 - Gemiddelde verandering Wiene 


Bepaal de veranderingen van f(x) over het interval. 


1 1,4]: 5 [2,6]: 
2 [3,6]: " 6 [2,3]: 
5 (AHO) rra: en a E 7 [5,7]: 
4 [3,7]: …. 8 8 [1,9]: 


3 8 


Teken bij de grafiek een toenamediagram met gegeven stapgrootte. 


1 Stapgrootte Ax= 1 


Ay T T 
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2 Stapgrootte Ax=2 


Ay T 


‚8 


De evolutie van het aantal scheidingen per 100 000 inwoners in het Vlaamse Gewest tussen 1993 
en 2012 lezen we af op de grafiek. 


aantal echtscheidingen per 100 000 inwoners 


350 T 
330 
310 
290 + 
270 
250 j- 


230 


210 


189 


190 


170 u 
1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 
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1 Voor de eeuwwisseling werd de procedure voor een echtscheiding met onderlinge 
toestemming van twee jaar ingekort tot zes maanden. Lees op de grafiek af in welk jaar dat 
gebeurde. Hoe zien we dit op de grafiek? 


2 Gegeven zijn twee bijbehorende toenamediagrammen met verschillende stapgrootte. 


Op welk toenamediagram stellen we deze wetswijziging het beste vast? 


toename aantal echtscheidingen per 100 000 inwoners 
150 [ T 


134 | stapgrootte =1jaar | 


100 


50 


| 
| 
| 
| 
| 


t 
+ 


DE 


1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 


toename aantal echtscheidingen per 100 000 inwoners 


80 EN 


60 | hd stapgrootte = 3 jaar 


40 


—60 
1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 
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3 Wat is het nadeel van een toenamediagram met een te grote stapgrootte? 


4 Hoe groot was sinds 1993 het maximaal aantal echtscheidingen per 100 000 inwoners? 
5 Hoeveel echtscheidingen per 100 000 inwoners waren er toen meer dan in het vorige jaar? 


En hoeveel echtscheidingen per 100 000 inwoners meer dan het volgende jaar? 


s 


Het fileleed in Vlaanderen neemt toe. Dit is volgens een rapport van de Vlaamse overheid vooral 
te wijten aan het stijgend aantal ‘hinderincidenten’ op de wegen. Ongevallen, vrachtwagens die 
hun lading verliezen en versperde rijstroken zorgden in 2013 voor zowat 6725 hinderincidenten. 


Bron: Het Laatste Nieuws 


1 Bereken de veranderingen van het aantal hinderincidenten. Vul de tabel in. 


jaar 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 2012 | 2013 


aantal incidenten 


verandering 


2 In welke jaren nam het aantal hinderincidenten af? 
3 In welk jaar steeg het aantal hinderincidenten het sterkst? 


4 Met hoeveel procent is het aantal hinderincidenten in 2013 gestegen t.o.v. 2006? 
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65 


Op het vergelijkend lijndiagram wordt de evolutie van het aantal rokende mannen en vrouwen 
ouder dan 15 jaar weergegeven voor de periode van 2000 tot 2014. 


percentage rokers in België 
40 


35 


30 


25 


20 


15 


10+ 


+ + + + + + + + + + + + + 
2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 


1 Teken bij elk lijndiagram een toenamediagram met een stapgrootte van 1 jaar. 


procentuele verandering bij mannelijke rokers procentuele verandering bij vrouwelijke rokers 
10 t mn ms a 
F + + + 4 
Ĳ T | 
I 
| | | jm 
a f 5 f 
} : + 
| 
| jm) 
o > o i 
| | 
Î 
=5 f =5 T 
=10 EE on am A 
| 
’00 ’01 '02 '03 '04 "05 '06 '07 °08 °09 "10 "11 12 '13 "14 ’00 "01 °02 '03 '04 "05 '06 '07 °08 '09 "10 "11 12 '13 '14 
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2 Wanneer is het percentage mannelijke rokers het sterkst toegenomen? 
3 Wanneer is het percentage vrouwelijke rokers het sterkst afgenomen? 
4 Hoeveel maal is het percentage rokende mannen gedaald? 


5 Hoeveel maal is het percentage rokende vrouwen ongewijzigd gebleven? 


Toenamediagrammen lezen 


Op een toenamediagram kunnen we de verschillende soorten stijgen en dalen van de bijbehorende 
grafiek aflezen. De ligging en de lengte van de staafjes van een toenamediagram vertellen ons hoe 
de bijbehorende grafiek stijgt of daalt. 


GELIJKMATIG STIJGEND GELIJKMATIG DALEND 


| 
_ OEE 


TOENEMEND STIJGEND TOENEMEND DALEND 


ll 


Ï [ | | 
AFNEMEND STIJGEND AFNEMEND DALEND 


Lr, Er 


Voor staafjes boven de horizontale as, is de grafiek stijgend. Voor staafjes onder de horizontale as, 
is de grafiek dalend. 


Als de staafjes even lang zijn, dan is de grafiek gelijkmatig stijgend of dalend. 


Staafjes die van links naar rechts langer worden, wijzen op een toenemend stijgende of toenemend 
dalende grafiek. Als ze korter worden, dan is de grafiek afnemend stijgend of afnemend dalend. 


3.1 - Gemiddelde verandering Will 


78 


Verbind elke omschrijving met het passende toenamediagram en vervolgens met de bijbehorende 
grafiek. 


Ay y 
5 5 
gelijkmatig stijgend « ej Ó l Xe ° Er 
5 =5 
Ay/ y/ 
5t 5 
n 5 
toenemend stijgend « . IN REE . — Ed 
=54 =5 
Ay/ 
5 H 
afnemend stijgend « . 5 LI } ad OR; EE: 
zi 5 
Ay 
5 & 
5 
gelijkmatig dalend « are on on an on ne  —i EE: 
5 5 
Ay/ y/ 
5t 5 
| Ltrt fi 
toenemend dalend « . Ë . * PE: 
=5+ =5 
Ay| 
5 A 
5 
afnemend dalend « * To TI [ | rak, * — E 7 
) 5 
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8 


Elke dag van de zomervakantie meet Milan op de middag de temperatuur. Het toenamediagram 
laat zien hoe de temperatuur de eerste negen dagen evolueert. 


temperatuurverandering (°C) 


3 


_ 


1 


-3+ 


1 Beschrijf de temperatuurschommelingen per dag 
a van dag 1 tot dag 4: 
b van dag 4 tot dag 7: 
c van dag 7 tot dag 9: 


2 Waarom kunnen we de temperatuurgrafiek bij dit toenamediagram niet tekenen? 


9 


Schets een grafiek die de y-as snijdt in het punt (0, -2) en het volgende toenamediagram vertoont. 


Ay EENEENEE ’ 
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10 | 


De volgende designflessen met gelijke inhoud worden in 10 seconden gevuld tot het aangeduide 
merkteken. Verbind elke fles met het bijbehorende toenamediagram. 


. . . 
toename hoogte (cm) toename hoogte (cm) toename hoogte (cm) toename hoogte (cm) toename hoogte (cm) 


10 0 10 10 


10 
tijd (s) tijd (s) tijd (s) tijd (s) tijd (s) 


Hu Ih, HL Loach lu) 


u 
In de tabel lezen we het verband af tussen de snelheid van een wagen en de remweg op een nat 
wegdek. 


snelheid v (km/h) 30 40 50 60 70 80 


remweg s (m) 9 16 25 36 49 64 


verandering remweg As (m) 
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1 Vul de tabel aan met de verandering van de remweg As. 


2 Stel de verandering voor met een toenamediagram. 


verandering remweg As (m) 


15 
10 
5 
o 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 _ 100 
snelheid v (km/h) 
3 Hoe noemen we dit toenamediagram? Vink aan. 
gelijkmatig stijgend toenemend stijgend afnemend stijgend 


m 


4 Wat is de remweg van een wagen met een snelheid van 90 km/h? 


Veranderingen berekenen met tabellen 
We berekenen de veranderingen van de functie f(x) = 0,25x? over intervallen met stapgrootte 2 voor 
4SXS4. 


De verandering van f(x) over een interval met stapgrootte Ax berekenen we met de differentie 
Ay=fla+ Ax) f(x). 


Ay=fla+ Ax) -flx) 


3.1 - Gemiddelde verandering Wil el 


TEXAS INSTRUMENTS 


Om veranderingen van f(x) = 0,25x* te berekenen, voeren we een bijkomende functie in: 
g(x) =f(x+ Ax) —f(x). Daarna stellen we de tabelvariabelen in: startwaarde —4 en stapgrootte 2. 
De tabel roepen we op met de toets TABLE. 


m [y=] 025 [V] 

ALPHA] [F4] (1: Ya] [(] x [+] [VARS] [6: Table] [2: ATbI] [)] (—] [ALPHA] [F4] (1: Ya] [(] x 
m (2ND](TBLSET) —4 [ENTER] 2 [ENTER] [Indpt: kies Auto] (W] [Depend: kies Auto] 

2ND| [TABLE] 


Mott Met mot SETUP 
jay: Bo. TblStart="4 


„25x* 
Xe, ef aTbl=2 
NAE aTb1)-Ys 00E r 2 
: 


avan 
NYs= 
Yen 
Yoe 
van 


De veranderingen worden getoond in de derde kolom Y2 van de tabel. Bij elke x-waarde staat de 
verandering over het interval [x‚x +2]. 


CASIO 


Om veranderingen van f(x) =0,25x* te berekenen, voeren we twee bijkomende functies in: 
g(x) =0,25(x+ Ax)* en h(x) = g(x) —f(x). Daarna stellen we de tabelvariabelen in: startwaarde —4, 
eindwaarde 4 en stapgrootte 2. De tabel roepen we op met de toets F6 (TABL). 


m [MENU] [5: TABLE) 0,25x* [EXE] 
0,25 [(] x [+] [VARS) [F6:D> ] (F1: TABL] (F3: iech] [)) [2] [EXE] 
[VARS] (F4: GRPH] [F1:Y] 2 [-] (VARS] [Fá4: GRPH] [F1:Y] 1 [EXE] 
m (FS:SET) —4 [EXE] 4 [EXE] 2 [EXE] [EXE] 


(F6: TABL] 

able Func :v= e Setlins 
\v100. 25x2 [1 

W2=0, 25C44F pitch)? Start: -4 
WSaV2- Ni —1 End 34 

WER El 

WER [—] 


De veranderingen worden getoond in de vierde kolom Y3 van de tabel. Bij elke x-waarde staat de 
verandering over het interval [x‚x +2]. 


0) 
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Teken een toenamediagram met stapgrootte Ax = 1 van de functie met werkdomein [0,5]. 


1 f@)=x +57 2 flx)=0,75x°— 3x 
Md E Ay E 

Î 
| 

1 1 

1E Ts ki 55 ri 
| 
| 
| 


3 f)=-0,05x* & fl) =0,01x* +0,2x 


Ay | E Ay 


© 


ie 
Ee 
LL 


3.1 - Gemiddelde verandering Wien 


13 


Het aantal inwoners van een Antwerpse gemeente laat zich sinds het jaar 2000 beschrijven door 
de functie f(x) = 5x* — 85x° + 80x + 4000, waarbij x het aantal jaren na 2000 voorstelt. 


1 Hoeveel inwoners kwamen er in 2001 bij? 


2 Hoe veranderde het aantal inwoners over de periode 2005-2006? 


3 In welk jaar zet de dalende trend zich om in een stijgende trend? 


4 Met hoeveel inwoners groeide de gemeente aan over de periode 2010-2014? 
5 Hoeveel inwoners zal deze gemeente hebben in 2020? 


6 Als deze trend zich blijft voortzetten, in welk jaar wordt dan het aantal van 100 000 inwoners 
overschreden? 
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DP Gemiddelde verandering en gemiddelde helling 


In 2014 telt België meer dan 11 miljoen inwoners. De tabel toont de omvang en de groei van de 
bevolking in België tussen 1900 en 2012. 


jaartal £ bevolkingsomvang | bevolkingsgroei An | gemiddelde groei per jaar 
1900 6 693 548 
1930 8 092 004 1 398 456 
1970 9 650 944 1558 940 
2000 10 239 085 588 141 
2012 11 035 948 796 863 


vergelijken? 


Van 1900 tot 1930: 


Van 1930 tot 1970: 


Van 1970 tot 2000: 


Van 2000 tot 2012: 


1_Hoe groot is de bevolkingsgroei An van 2000 tot 2012? 


2 Wat is de stapgrootte At van elk tijdsinterval uit de eerste kolom? 


3 Waarom heeft het geen zin om de bevolkingsgroei over deze perioden met elkaar te 


3.1 - Gemiddelde verandering Wie a El 


4 Wat is voor elk tijdsinterval de gemiddelde groei per jaar van de bevolking? Vul de laatste 
kolom van de tabel in. 


In welk tijdsinterval is de gemiddelde groei per jaar het sterkst? 
6 Wat is de formule waarmee we de gemiddelde groei per jaar berekend hebben? 


Gebruik de delta-notatie. 


Differentiequotiënt 


De grafiek laat de verandering van de functie y= f(x) zien over het interval [x‚, x-+ Ax]. Hierin stelt 
x een willekeurig origineel van f voor en Ax een willekeurige toename. 


Ĳ 
FAHAI) pr 
Ay=f(x+Ax) f(x) 
Sj 
Ji 
of 1 x 


De helling van de rechte door de punten A(x, f(x)) en B(x+ Ax, f(x+ Ax)) wordt bepaald door de 
richtingscoëfficiënt van de rechte AB. 


Ay_ flx+ Ax) f(x) 
Ax Ax 


rico AB = 


Dit quotiënt noemen we: 

«het differentiequotiënt van de functie f over het interval [x‚x+ Ax]. 

« _de gemiddelde helling van de grafiek van f over het interval [x‚x+ Ax]. 

« _de gemiddelde verandering van de functiewaarde f(x) over het interval [x‚x+ Ax]. 
De scherpe hoek a die de rechte AB maakt met de positieve x-as noemen we de gemiddelde 


hellingshoek van de grafiek over het interval [x‚x+ Ax] en berekenen we met de formule: 


tan a- of tan = rico AB 
Ax 
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Voorbeeld 


De profieldoorsnede van een skateboardpiste heeft als voorschrift f(x) = 0,01x* met dom f= [—4, 4]. 
We berekenen de gemiddelde helling en de gemiddelde hellingshoek van het rechterdeel van de 
ramp. 


‚y(m) 


De gemiddelde helling van het rechterdeel van de ramp of de gemiddelde helling van de grafiek van 
f'over het interval [O, 4] is gelijk aan de richtingscoëfficiënt van de rechte AB: 


f(4)-f(0)_0,01-4*—0 
4-0 4 
De gemiddelde helling van het rechterdeel van de ramp is 0,64. 


rico AB = =0,01-4°= 0,64 rico AB = 


De gemiddelde hellingshoek a berekenen we met de toets TAN! of Atn. 
tan A= 0,64 tan a= rico AB 


a=32,619.….® 
De gemiddelde hellingshoek van het rechterdeel van de ramp is 33°, 


3.1 - Gemiddelde verandering Weak 


2d 


Bereken de richtingscoëfficiënt van de rechten die de driehoek omsluiten. 


rico AB = 


rico BC= … 


rico AC= 


rico DE = 


ricoEF= … 


rico DF= 


3 


Bereken de richtingscoëfficiënt en de hellingshoek van de rechten die het vierkant omsluiten. 
Rond af op 1°. 


rico AB = 


hellingshoek ABS: nnn 
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z 
ej 
Q 
le} 
u 


hellingshoek CD = 


a. 
le) 
© 
u 


hellingshoek AD = 


de periode 2008-2012. 


In de tabel vinden we de cijfers over het aantal misdrijven dat in België gepleegd werd gedurende 


jaartal 


2008 


2009 


2010 


2011 


2012 


totaal aantal misdrijven 


1 005 470 


1022 700 


1 023 894 


1 058 136 


1021 170 


periode? 


2 In welk jaar daalde de criminaliteit? 


1_In welk jaar steeg de criminaliteit het meest? 


An NN P 
3 Wat is de gemiddelde verandering DE van het aantal misdrijven per jaar over de gegeven 
Al 


31 - Gemiddelde verandering Wil el 


sd 


De ouders van Amber hebben de lichaamslengte van hun dochter van jaar tot jaar opgetekend in 
haar fotoalbum. 


leeftijd £ (jaar) 0 5 8 1 14 17 


lengte / (cm) 


180 


160 


165 
159 
141 
140 
118 

120 TE 
100 

80 

en 52 

40 

20 

o 


1 Wat is de gemiddelde toename van haar lichaamslengte per jaar over het tijdsinterval [O, 17]? 


2 Betekent dit dat Amber jaarlijks met zoveel centimeter gegroeid is? 


3 Bereken de lengtetoename van Amber over de volgende tijdsintervallen van 3 jaar. 


tijdsinterval At (jaar) [5,81 [8, 11] 1,14) | [14,17] 


lengtetoename Al (cm) 


4 In welk tijdsinterval groeide Amber het snelst? 


5 Wat is de gemiddelde lengtetoename per jaar over die periode? 
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6 
Hoeveel verplaatsingen de inwoners van Vlaanderen maken op de Belgische wegen gedurende 


een werkdag, lezen we af op de grafiek. 


aantal verplaatsingen (x 1000) 
300 


286 


250 


200 +4 


150 


100 + 


It 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

tijdstip in uur 
De meeste van deze verplaatsingen gebeuren met de eigen wagen en veroorzaken files tijdens de 
ochtend- en de avondspits. 


1 Wanneer is de verandering van het aantal verplaatsingen per uur het grootst? 


2 Bereken deze verandering An. 


3 Bereken de gemiddelde verandering TE van het aantal verplaatsingen per uur 


a tussen 6 en 9 uur. 


b tussen 17 en 21 uur. 


4 Wat is de betekenis van een positief en van een negatief differentiequotiënt? 
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7d 
Bereken de gemiddelde helling en de gemiddelde hellingshoek « van de grafiek over het 
werkdomein van de functie. Rond a af op 1° en duid deze hoek aan op de figuur. 


1 f(x) =4—x? met dom f= [-2,5; 1,5] 


Wy 


gemiddelde helling 


TTT TTT gemiddelde hellingshoek 


gemiddelde helling 


gemiddelde hellingshoek 


[EE DD A 


gemiddelde helling 


gemiddelde hellingshoek 
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De tabel beschrijft de koninginnenrit naar lAlpe-d'Huez in een Ronde van Frankrijk. 


Afstandinkm ___ SESTRIERE-L'ALPE-D'HUEZ Hoogte in m 
2 Sestriere 1350 
o Cesana Torinese 1354 
FRANKRIJK 

75 Montgenèvre & 1860 
20 Briancon 1326 
33,5 Le Monêtier 1495 
55 Galibier A 2640 
90 Saint-Michel-de-Maurienne 711 
103 Saint-Jean-de-Maurienne 567 
132 Croix-de-Fer A __ 2067 
164 Rochetaillée 775 
170,5 Bourg-d'Oisans 720 
186,5 L'Alpe-d'Huez &__ 1860 


Als we dit ritverloop in grafiek brengen, dan wordt in één oogopslag de moeilijkheidsgraad van 
deze bergrit duidelijk. 


GALIBIER 3000 
2000 2640 m 


CROIX-DE-FER 
2067 m 2500 
L'ALPE-D'HUEZ 
1 2000 


0 
186,5 km 


1 Bereken de gemiddelde helling van de beklimming van Saint-Jean-de-Maurienne naar Croix- 
de-Fer en van Bourg-d'Oisans naar lAlpe-d'Huez. 


2 Bereken het gemiddelde hellingspercentage van de afdaling van de Galibier tot in Saint- 
Michel-de-Maurienne. 
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8 
Signal de Botrange is het hoogste punt van België. Deze toeristische trekpleister in de Hoge Venen 


ligt 694 meter boven de zeespiegel. In vogelvlucht is dit hoge plateau 225 kilometer verwijderd 
van de zeepier te Oostende. 


STAAN 


1 Maak een schets van de profieldoorsnede van ons land vanaf Oostende tot het plateau van de 
Botrange. 


2 Bereken de gemiddelde helling van deze profieldoorsnede. 


3 Bereken de bijbehorende hellingshoek ct in graden, minuten en seconden. 
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10 ] 


De grafiek van een functie f begint in het punt (0, -4) en heeft de volgende gemiddelde hellingen 
over de gegeven intervallen. 


interval 


[o, 3] 


[3,5] 


[5,9] 


|P 


gemiddelde helling 


2 


-2,5 


0 


RE: 


nd 


1 Duid in het assenstelsel 5 punten van de grafiek aan. 


2 Schets een grafiek van f als we weten dat de grafiek de x-as tweemaal snijdt, een maximum 
heeft voor x= 2 en een minimum voor x=7. 


/ 


2d 


-3 


Het viaduct van Millau in Frankrijk is de hoogste brug van de wereld. De brug is 2460 meter lang, 
ligt op 270 meter boven de rivier de Tarn en verbindt Clermont-Ferrand met Béziers. 


3.1 - Veranderingen van veeltermfuncties Welianal 


Deze brug ligt niet mooi horizontaal maar stijgt in de richting van Béziers met een 
hellingspercentage van 3,025 %. Wat is het hoogteverschil tussen Clermont-Ferrand en Béziers? 
Maak eerst een schets. 


Differentiequotiënten berekenen 


We berekenen het differentiequotiënt van f(x) = 0,25x* over het interval [2, 5). 


TEXAS INSTRUMENTS 
In het Y=-scherm voeren we het voorschrift f(x) =0,25x? in. 
m [y=] 025x 
f5)-fE) 


In het rekenscherm berekenen we het differentiequotiënt Lede 6 
m_[2ND][QUIT] [ALPHA] [F1] (1:n/d) [ALPHA] [F4] (1:v1] ((] 5 D] [-] [ALPHA] [F4] (1: Y1] 
[2D] [W]s [-] 2 [ENTER] 


et FLOAT MUTS HEN Af rf 


Het differentiequotiënt over het interval [2,5] is 1,75. 
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CASIO 
In het menu GRAPH voeren we het voorschrift f(x) =0,25x? in. 
m_ [MENU] [3: GRAPH] 0,25% [EXE] 


In het rekenscherm berekenen we het differentiequotiënt Ld 5 
m_ [MENU] (1: RUN-MAT] [S] [VARS] (F4: GRPH) [F1:Y] 1 [(] 5 [)] [-] [VARS] [F4: GRPH] 
Fev] a [2D] [W]s [-) 2 [EXE] 


Het differentiequotiënt over het interval [2, 5] is 1,75. 


12) 


Bereken met ICT de differentiequotiënten van de functie over de gegeven intervallen. 


1 _flx)=0,lx? 2 f)=l5x*—x 
: ENA A 
interval AX interval ke 
[1,4] [0,5] 
[4,7] [5, 10] 
3 flx)=0,01x* 4 flx)=0,lx*+x* 
: Ay A 
interval per interval Se 
[1,3] [4,11] 
[3,51 [11,21] 
5 fa)=x*+6r-7 6 flx)=x txt 1 
A A 
interval aL interval 2e 
AX AX 
[2,5] [0, 10] 
[5,81 [10, 20] 
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13 
Bereken met ICT de gemiddelde helling en de gemiddelde hellingshoek van de grafiek van de 
functie f(x) =x* + 1 in de gegeven intervallen met linkergrenswaarde —1. Rond de hellingshoek af 


op 1°. 


interval | gemiddelde helling Ï gemiddelde hellingshoek 


[-1;-0,5] 


[-1,0] 


[-1:0,5] 


[-1, 1] 


[-1; 15] 


[1,2] 


In welk interval is de gemiddelde hellingshoek het kleinst? 


Duid deze hellingshoek aan op de figuur. 
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Gegeven zijn de functies f(x) =0,5x* — 1, g(x) = 4x —7 en h(x) =—0,25x° + 6x — 10. 
Vaz0.5RE-1 Va=0.5RE-1 
Ka Yar Xz6 


1_De grafieken van de functies f‚ g en h gaan door de punten A(2, 1) en B(6, 17). 


Yai? 


Bereken het differentiequotiënt van deze functies over het interval [2, 6]. 


2 Bereken het differentiequotiënt van elke functie over de gegeven intervallen. 


interval Ax Ax Ax 
[2,41 
[4,6] 


3 Van welke functie zijn de differentiequotiënten gelijk aan het differentiequotiënt berekend in 
vraag 1. Waarom? 


4 Van welke functie en over welk interval is het differentiequotiënt het grootst? 


5 Van welke functie en over welk interval is het differentiequotiënt het kleinst? 
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P- Gemiddelde snelheid 


15 wad) 


Traditioneel wordt een snelheidscontrole uitgevoerd door het plaatsen van radars of met 
laserguns. Deze technieken meten de snelheid van een voertuig op één enkele plaats en nemen 
een foto van elk voertuig dat sneller beweegt dan een ingestelde limiet. 

Trajectcontrole werkt op een andere manier: elk voertuig wordt aan het begin en aan het 

einde van het traject gefotografeerd met een digitale camera. Een computeranalyse van de foto 
identificeert elk voertuig en is in staat om hetzelfde voertuig bij de tweede post te herkennen. 

De afstand tussen de posten wordt gedeeld door het tijdsverschil voor elk voertuig, waardoor de 
gemiddelde snelheid over het traject bekend is. Wanneer een voertuig de toegestane snelheid 
overschrijdt, wordt het beeld van het voertuig onmiddellijk naar een centrale verstuurd waar een 
bekeuring wordt opgesteld. 


De meetpunten van een trajectcontrole op een autosnelweg liggen 1 kilometer uit elkaar. 


1 Hoelang zal een voertuig dat aan de maximum toegelaten snelheid van 120 km/h rijdt, erover 
doen om het traject af te leggen? 


2 Welke voertuigen hebben te snel gereden? Vink het juiste antwoord aan. 


Alle voertuigen die er langer over doen. 


Alle voertuigen die er minder lang over doen. 


In juni 2012 is het eerste trajectcontrolesysteem in Vlaanderen in gebruik genomen. 
Het systeem staat op het viaduct van de E17 in Gentbrugge richting Kortrijk over een afstand 
van 1,9 kilometer. 


3 Wat is de gemiddelde snelheid van een voertuig dat deze afstand in 50 seconden aflegt? 
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4 Als de maximum toegelaten snelheid 90 km/h is, hoelang moet een voertuig dan minstens over 
deze afstand doen om niet beboet te worden? 


Gemiddelde snelheid over een tijdsinterval 


De tijd-afstandgrafiek laat de verandering van de afstand s zien over het tijdsinterval [t, + At]. 


afstand s 


S(itAD je 


As=s(t+AI)—s(4) 


t+At tijd 


Met het differentiequotiënt en berekenen we de gemiddelde verandering of de gemiddelde helling 
over het interval [f, + At]. 


In een tijd-afstandgrafiek spreken we van de gemiddelde snelheid over het tijdsinterval [t, + Af]. 
Stellen we de gemiddelde snelheid voor met het symbool v dan is de formule voor de 
gemiddelde snelheid over het tijdsinterval [t, + Af]: 
_As _s(t+ At) —s(t) 
AE At 
Met deze formule voor de gemiddelde snelheid berekenen we ook de richtingscoëfficiënt van de 
rechte AB. Dit betekent: hoe steiler de rechte AB, hoe hoger de gemiddelde snelheid. 


16 


De afstand Brussel-Parijs is 294 kilometer. De Thalys die om 7.05 uur vertrekt, komt in Parijs aan 
om 8.27 uur. Hoe groot is zijn gemiddelde snelheid? 
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Zoë en Aïcha fietsen elke morgen naar school. Uit de tijd-afstandgrafiek kunnen we afleiden hoe 


snel ze rijden. 
afstand s (km) 


ENORME EERE NN DR 


1 Bereken de gemiddelde snelheid in km/h van beide fietsers over de ganse rit. 


+ 


+ 
15 


tijd £ (min) 


2 Bereken de gemiddelde snelheid van Zoë over elk gegeven tijdsinterval. 


[0,6] 


[6, 12] 


[12, 15] 


Wat stellen we vast? 


3 Bereken de gemiddelde snelheid van Aïcha over elk gegeven tijdsinterval. 


[o, 6] 
[6, 121 
[12, 15] 


In welk tijdsinterval rijdt Aïcha gemiddeld sneller dan Zoë? 


Hoe zien we dit op de grafiek? 
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Bram volgt nauwgezet een opgelegd trainingsschema. De grafiek laat zien hoe hij loopt en waar 
hij zich op elk tijdstip bevindt. 


afstand s (km) 


ECN 
tijd £ (min) 


1 Bereken over elk aangeduid tijdsinterval de gemiddelde snelheid in km/h. 


0,2 
2,5 
5,7 


[7,8 


8,9 


[9, 11] 


11, 14] 


14, 15] 


15, 18] 


2 Geef een opsomming van de opeenvolgende loopstijlen van Bram tijdens deze intervaltraining. 
Maak een keuze uit: wandelen, vlot lopen, snel lopen en sprinten. 
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De hoogste wolkenkrabber ter wereld is momenteel de Burj Khalifa in de stad Dubaï in de 
Verenigde Arabische Emiraten. Iemand gooit bij wijze van experiment een metalen kogel van de 
wolkenkrabber naar beneden. De hoogte van de kogel kan op elk ogenblik berekend worden met 
h(t) =828 — 4,9t* waarin h de hoogte in meter voorstelt en t de tijd in seconden. 


1 Hoe hoog is dit gebouw? 


2 Wat is de valtijd van de kogel? 


3 Bereken de gemiddelde snelheid van de kogel in km/h. 


4 Bereken de gemiddelde valsnelheid van de kogel in m/s over de gegeven tijdsintervallen. 


[o, 4] 
[4,8] 
[8, 12] 


5 Hoe verandert de snelheid van de kogel over deze tijdsintervallen? 
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20 5 


Gegeven is de tijd-afstandgrafiek. 


afstand s (km) 


50+ 


30 
20 + 


10 


6 


2 
0 + 
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
tijd £ (min) 


1 Over welk van de aangeduide tijdsintervallen met een stapgrootte van 5 minuten is de 
gemiddelde snelheid het grootst? Bereken de grootste gemiddelde snelheid. 


2 Over welk interval met stapgrootte 5 is de gemiddelde snelheid gelijk aan de gemiddelde 
snelheid bereikt over het ganse traject van 50 km? 


182 


3.1 - Veranderingen van veeltermfuncties  Wildanl 


3 Over welke intervallen [O, £] zijn de gemiddelde snelheden gelijk? Vul de tabel in en bepaal t. 


tijdsinterval [O, #] [0,5] [0, 10] [0, 15] [0, 20] [0, 25] 
Vann (km/h) 

tijdsinterval [O, 4] [0, 30} [0, 35] [0, 40} [0, 45] [0, 50] 
Vom (km) 
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(5 | Uitdagingen 


1 | Verbind elke grafiek met het bijbehorende toenamediagram. 


1 f=18c +32 


f: temperatuur in graden Fahrenheit 
c: temperatuur in graden Celcius 


6C 


MI 
= Tr 
3 


V: volume bol in cm? 
r: straal bol in cm 


AV} 
400. 


300. 


Teken bij de formule een toenamediagram met stapgrootte 1 over het interval [O, 6]. 


zie pagina 326 


3.1 - Veranderingen van veeltermfuncties Wilna! 


3 s=5t? 4 h=l7,5n 


s: afgelegde weg in meter 
t tijd in seconden 


h: hoogte van een trede in cm 
n: aantal treden van een trap 


al 
20 


jm 
En a 


2 3 4 Lj 1 
zie pagina 326 


De grootste man ter wereld was Robert Pershing Wadlow, geboren in 1918. Op achtjarige 
leeftijd was hij 1,83 m groot en woog hij 77 kg. De toename van zijn lengte en massa 


lezen we af in de toenamediagrammen. 


toename lengte (cm) 
12 


10 10 


7 d 


4 4 
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
leeftijd 


en se a 


toename massa (kg) 
100- 


75 


REEN 
5 
5 
ma 


27 -24 


9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
leeftijd 


O 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
leeftijd (jaar) 


1 Teken de bijbehorende grafieken waarop we de lengte en de massa van Robert 


kunnen aflezen. 


2 Hoe groot was Robert op zijn 22e verjaardag? Hoeveel woog hij toen? 


3 In welk jaar groeide hij het snelst? 
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4 Robert kreeg voor hij twintig werd een zware griep en een infectie aan zijn voet. 
Hierdoor viel hij sterk af. In welk jaar was dit? 


5 Hoeveel woog hij toen en wat was zijn lichaamslengte? 

zie pagina 327 
Het is niet zo makkelijk om een bal onder water te duwen en zeker niet om hem daar 
te houden. Laten we de bal onder water los, dan schiet hij omhoog en springt soms een 


heel eind boven het wateroppervlak. We duwen langzaam een bal, met diameter d, een 
afstand x onder het wateroppervlak. 


lucht 
water 
d 
x 


Welk toenamediagram behoort bij de toename van het volume W van de bal, dat onder 
water zit? 


AW AW AW 

uli li | [ MER 

05 Rij 0% E 
(A) (B) (C) 


zie pagina 328 


Gegeven zijn de functies f(x) = 15x +5 en g(x) =x° — 3x — 1. Bepaal met ICT een interval 
met stapgrootte Ax= 2 waarover de differentiequotiënten van de twee functies gelijk 
zijn. 

zie pagina 328 


Tot voor het jaar 1962 waren binnenschippers, omwille van de talrijke sluizen, ongeveer 
twee dagen onderweg om via het kanaal Brussel-Charleroi hun bestemming te bereiken. 
Om dit traject met een hoogteverschil van 68 m te overbruggen, bouwde men te 
Ronquières een hellend vlak waarop twee reusachtige waterbakken over rails omhoog en 
omlaag rijden. Sinds 1968 kunnen schepen met een laadvermogen tot 1350 ton in de tijd 
van drie kwartier de helling nemen in één van deze waterbakken. Het hellend vlak van 
sluisdeur tot sluisdeur meet 1432 m. 


3.1 - Veranderingen van veeltermfuncties  Wildaal 


1 Maak een schets van de profieldoorsnede van het hellend vlak. 
2 Bereken de horizontale afstand die door het hellend vlak overbrugd wordt. 


3 Bepaal de helling en de hellingshoek van het hellend vlak van Ronquières. 
zie pagina 329 


Gegeven is de functie f(x) = 0,25x° —0,75x + 1,5. 


1 Bereken de gemiddelde helling van de grafiek over de intervallen [—5, —3], [-3, —1], 
[-L, 1], [1, 3] en [3,5]. 


2 Bepaal drie intervallen waarover de gemiddelde helling nul is. 
zie pagina 330 


Gegeven zijn de functies f(x) =x* — 3x en g(x) =—x° +2. 


1 Bepaal de helling van de rechte die door de snijpunten A en B van de grafieken van de 
functies fen g gaat. 


2 Bereken de hellingshoek van deze rechte. 


3 Bepaal een vergelijking van de rechte AB. 
zie pagina 330 


Een fietser en een automobilist rijden langs dezelfde weg. De fietser wordt door de 
chauffeur aangereden. Het hele gebeuren is op de grafiek vastgelegd. 


afstand s (m) 7 
, 
A zl 
2600 
viersen 
1900 
s9 
N 
0 
0 200 300 325 tijd £ (s) 


1 Wanneer wordt de fietser aangereden? Hoe zien we dat op de grafiek? 


2 Het ongeval loopt goed af. Waaraan zien we dat? 


Wie vervolgt eerst zijn weg? 


3 Bereken de gemiddelde snelheid in km/h van de fietser en van de automobilist tot op 
het moment van de aanrijding. 


4 Aan welke gemiddelde snelheid moet de fietser over de resterende 3,5 km rijden om 
de verloren tijd in te halen? 


zie pagina 331 
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BEAR EN Veranderingen van veeltermfuncties 


® Bram en Elise zijn klasgenoten en fietsen samen 60 km langs de Belgische kust. Elise 


fietst met een constante snelheid, Bram fietst eerder onregelmatig. Ze vertrekken samen 
aan het Zwin in Knokke en spreken af dat wie eerst het natuurreservaat de Westhoek in 
De Panne bereikt, blijft wachten. De grafiek toont hoe Bram en Elise dit traject afleggen. 


OEL MIJN PORTEFEUILLE 
ONDERWEG VERLOREN... 


DAG ELISE, 
IK VERTREK ALWEER... 
JE HAALT ME WEL IN! 


IK WACHT WEL IN DE EERSTE 


EVEN EEN + 1 mn 
ACHTERSTAND a en 
WEGWERKEN brik 


EERST EVEN mmm | zeelt ent 
FIKS DOORRIJDEN EN ln jj / A B | 
DAARNA BOTERHAMMETJES | ++ 


L + 
60 105 120 165 170180, 
x(min) 


1 Bereken de snelheid van Elise in kilometer per minuut. 
2 Bepaal de helling van de grafiek van Elise. 


3 Zoek twee tijdsintervallen van 45 minuten waarover de gemiddelde snelheid van 
Bram gelijk is aan de snelheid van Elise. 


4 Zoek twee tijdsintervallen van 60 minuten waarover de gemiddelde snelheid van 
Bram gelijk is aan de snelheid van Elise. 


5 Hoe vaak en op welke tijdstippen ontmoeten Bram en Elise elkaar? Beschrijf het 
rijgedrag van Bram bij elke ontmoeting. 

6 Hoeveel minuten heeft Bram minder nodig dan Elise om dit traject af te leggen? 

7 Bereken de gemiddelde snelheid van Bram in kilometer per minuut over de trip van 
60 km. 

8 Bereken het verschil in graden, minuten en seconden tussen de gemiddelde 
hellingshoek van de grafiek van Bram en de hellingshoek van de grafiek van Elise. 

zie pagina 333 


Tijdens een afdaling wordt de snelheid van een skiër bepaald op verschillende 
tijdstippen. De meetresultaten zijn opgetekend in de tijd-snelheidgrafiek. 
snelheid v (m/s) 
30 


25 


AL Ë ae ne ie DE: 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 
tijd £(s) 


4 In welke tijdsintervallen versnelt de skiër niet? Hoe zien we dat op de grafiek? 


5 In welk tijdsinterval vertraagt de skiër het minst? Hoe zien we dat op de grafiek? 


3.1 - Veranderingen van veeltermfuncties Wilianl 


Bereken de maximale snelheid van de skiër in km/h. 

In welke van de aangeduide tijdsintervallen versnelt de skiër? 

Hoe zien we dat op de grafiek? 

In welk tijdsinterval is de gemiddelde versnelling van de skiër het grootst? 


Bepaal deze versnelling door de gemiddelde verandering van de snelheid te 
berekenen over dat interval. 


Bereken de bijbehorende versnelling. Welke betekenis kunnen we aan het minteken in 
het rekenresultaat toekennen? 


zie pagina 334 
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BEG EN Veranderingen van veeltermfuncties 


3.2 | | Ogenblikkelijke verandering 


1 (a 


DP Ogenblikkelijke verandering en helling in een punt 


De architect van de nieuwe sporthal staat voor een moeilijke keuze. Welke dakbedekking is 
het meest geschikt voor het gebogen dak? Hij raadpleegt een technische fiche met minimale 
dakhellingen waaraan daken moeten voldoen om waterinsijpeling te voorkomen. Daarna 
bestudeert hij nogmaals het ontwerp van het gebogen dak. 


TECHNISCHE FICHE GEBOGEN DAK 

dakbedekking bek fo)=13-Ê met domf=[3, 16] 
1 _natuurleien 38° a) ij 
2 tegelpannen 35° 
3 kunstleien 27° ij 
4 keramische dakpannen 25° | 
5 kleidakpannen 22° | 
6 shingles 15° | 
7 roofing 12° Î | | 
8 metalen dakpanplaten 8° 1 | Î : 
9 zinkbanen 2° KEREN M 16 x(m) 


1 Bij daken met een kleine helling is de keuze voor de dakbedekking beperkt. In welk punt van 
het geschetste deel van het dak is de dakhelling het kleinst? 


2 Bij daken met een helling van meer dan 70° worden stedenbouwkundige voorschriften 


overtreden en beboet. In welk punt van het dak is de helling het grootst? 


3.2 - Ogenblikkelijke verandering Hoofdstuk 3 


3 Bereken de gemiddelde helling en de gemiddelde hellingshoek « van de grafiek van de 
dakfunctie over steeds kleiner wordende intervallen met linkergrenswaarde 3. 
Rond de rekenresultaten af op 5 decimalen. 


interval 15.51 [3,41 [B:3,1] [3:3,01] __ [3:3,001] 


gem. helling 1,06667 1,33333 1,72043 


gem. hellingshoek a 46,84761° 53,13010° 59,83270° 


4 Bereken de gemiddelde helling en de gemiddelde hellingshoek f van de grafiek van de 
dakfunctie over steeds kleiner wordende intervallen met rechtergrenswaarde 16. 
Rond de rekenresultaten af op 5 decimalen. 


interval [14, 161 [15, 16] [15,9;16} _ [15,99;16] [15,999; 16 


gem. helling 0,07143 0,06667 0,06289 


gem. hellingshoek B 4,08562° 3,81407° 3,59877° 


5 Hoe kleiner het interval waarover de gemiddelde dakhelling berekend wordt, hoe beter 
het rekenresultaat de plaatselijke hellingshoek benadert. We verkrijgen voldoende 
betrouwbare rekenresultaten met intervallen waarvan de grenswaarden niet meer dan 
0,001 verschillen. Hoe groot is de hellingshoek van het dak in het punt A wanneer we deze 
nauwkeurigheidsnorm nastreven? 


Zal de architect zijn plannen moeten wijzigen omwille van de stedenbouwkundige 
voorschriften? 


6 Hoe groot is de hellingshoek van het dak in het punt B wanneer we werken met een interval 
waarvan de grenswaarden niet meer dan 0,001 verschillen? 


Welke dakbedekking is aangewezen als we rekening houden met de dakhelling in B? 
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BEAR EN Veranderingen van veeltermfuncties 


Ogenblikkelijke verandering en helling in een punt 


Om de helling van een grafiek in een punt A(x, f(x) te bepalen, laten we een willekeurig punt 
B(x+ Ax, f(x+ Ax)) van de grafiek naderen tot het punt A. Anders gezegd: we laten de stapgrootte 
Ax naderen tot 0. 

Wp HE Ii gn dl punt B nadert tot punt A 


y 


fx+Ax) 


Ay=f (a+ Ax) f(a) 


XtAxr & 


De rechte AB zal via de tussenliggende rechten AB,, AB, AB, … naderen tot de raaklijn taan de 
grafiek in het punt A. 


AB — AB, > AB, > AB, > … > t rechte AB nadert tot raaklijn t 


Sa +Ax)-f(x) 


Als Ax nadert tot 0, dan zal de richtingscoëfficiënt 7m van de rechte AB naderen 
x 
tot de richtingscoëfficiënt van de raaklijn t. 
a 4 x+Ax)- f(x 
We schrijven: ricot= lim SAE G), 
Ax0 Ax 
We lezen: rico t is gelijk aan de limiet van EAMES) voor Ax gaande naar 0. 


Ax 


De richtingscoëfficiënt of de helling van de raaklijn noemen we: 
«_de helling van de grafiek in het punt A(x,f(x)). 
« _de ogenblikkelijke verandering van de functiewaarde f(x) in het punt A (x fw). 


De hoek a die de raaklijn f maakt met de x-as noemen we de hellingshoek van de grafiek in het 
punt A(x,f(x)) en berekenen we met de formule 


tan g=ricot 


3.2 - Ogenblikkelijke verandering Hoofdstuk 3 


In de praktijk kunnen we de richtingscoëfficiënt van de raaklijn # berekenen door Ax gelijk te 
stellen aan 0,001. 
Beo ODE) rn 
0,001 


Voorbeeld 


De profieldoorsnede van een skateboardpiste hebben we beschreven met de functie f(x) =0,01x* 
met dom f= [-4, 4]. We berekenen de helling en de hellingshoek van de ramp in het punt A(3,f(3)). 


EREN EEEEEE 


De helling van de ramp in het punt A(3,/(3)) is gelijk aan de richtingscoëfficiënt van de raaklijn /. 


rico t- {8+000) fB) poor = FOOD JO) ree 23 
0,001 0,001 
= 1,080... ICT: differentiequotiënten berekenen 
De helling in het punt A is 1,08. 
De hellingshoek a berekenen we met de toets TAN * of Atn. 
tan A= 1,080... tan a=ricot 


a=47,216….° 
De hellingshoek in het punt A is 47°, 


2 


Bereken de helling en de hellingshoek van de parabool met voorschrift f(x) = 0,25x* in de punten 


A, Ben C. Rond de helling af op 1 decimaal en de hellingshoek op 1°. 


193 


BEG REN Veranderingen van veeltermfuncties 


1 Helling in A Hellingshoek in A 
2 Helling in B Hellingshoek in B 
3 Helling in C Hellingshoek in C 


3 


1 1 
Gegeven zijn de grafieken van de functies f(x) = rid en g(x) = 5 


1 Bereken de gemiddelde verandering van f(x) over het interval [0, 4]. 


Bereken de gemiddelde verandering van g(x) over het interval [O, 4]. 


Wat stellen we vast? 
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3.2 - Ogenblikkelijke verandering Wilchaes 


2 Bereken de ogenblikkelijke verandering van f(x) in x= 4. 
Bereken de ogenblikkelijke verandering van g(x) in x= 4. 


Wat stellen we vast? 
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BEAR EN Veranderingen van veeltermfuncties 


DP Ogenblikkelijke snelheid 


<a 


Bij parachutespringen is het formatiespringen vrij populair. In hun vrije val maken twee of meer 
springers zoveel mogelijk verschillende figuren of formaties. Omdat de vrije val 60 seconden 
duurt, verlaten de parachutisten het vliegtuig op een hoogte van 5000 meter. De hoogte / van de 
parachutisten in vrije val na f seconden, berekenen we met h(£) = 0,21? — 61+ 5000. De grafiek 
toont de functie in het werkdomein [O, 60]. 


hoogte / (m) 


+ 
0 10 20 30 40 50 60 
tijd £ (s) 


1 Bereken de gemiddelde valsnelheid van de parachutisten over de steeds kleiner wordende 
tijdsintervallen. Rond af op 3 decimalen. 


tijdsinterval [20, 30] [20, 25] [20, 21] [20:20,5] [20; 20,1] 


gemiddelde valsnelheid (m/s) 


71,5 70,45 69,61 


3.2 - Ogenblikkelijke verandering Wikanel 


Welke van de gemiddelde snelheden is de beste benadering voor de valsnelheid die de 
parachutisten hebben juist 20 seconden na het verlaten van het vliegtuig? 


Bereken met de ogenblikkelijke verandering van de hoogte, de valsnelheid van de springers na 
20 seconden. 


Bereken de valsnelheid van de springers op het einde van hun vrije val, dit is 60 seconden na 
het verlaten van het vliegtuig. 


Hoe verandert de snelheid van de springers tijdens hun vrije val? 


De gemiddelde verandering van de valsnelheid over een tijdsinterval, noemen we de 
gemiddelde versnelling over dat interval. Bereken de gemiddelde versnelling van de 
parachutisten over het tijdsinterval [20, 60]. 


197 


BEG REN Veranderingen van veeltermfuncties 


Ogenblikkelijke snelheid 


De tijd-afstandgrafiek laat de verandering van de afstand s zien over het tijdsinterval [t, + At]. 
afstand s 


dtrAD jee 


As=s(t+Al)—s() 


Op 


01 ï LA tijd 
jy t + At) — s(t 
Als At nadert tot 0, dan zal het differentiequotiënt nn = tat 


ogenblikkelijke verandering van s op het tijdstip £. In een tijd-afstandgrafiek spreken we van de 
ogenblikkelijke snelheid of kortweg de snelheid op het tijdstip f. Stellen we de snelheid voor met 
het symbool v‚ dan is de formule voor de snelheid op het ogenblik #: 


naderen tot de 


v= lim Ac lim SCEE) 
At—o At Arto At 


Met deze formule voor de snelheid berekenen we ook de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de 
grafiek in het punt A(t, s(4)). 
Dit betekent: hoe steiler de raaklijn, hoe hoger de snelheid. 


In de praktijk kunnen we de ogenblikkelijke snelheid op een tijdstip t berekenen door At gelijk te 
stellen aan 0,001. 
Se s(t + 0,001) — s(t) 
0,001 


At = 0,001 


Merk op 


Als de tijd-afstandgrafiek een rechte is, dan is de snelheid constant en gelijk aan de helling van de 
rechte. In dit geval spreken we van een eenparige beweging. 


s 


Usain Bolt vestigde tijdens het WK in 2009 te Berlijn een nieuw wereldrecord op de 100 meter 

in 9,58 seconden. Een sportreporter wist te vertellen dat hij tijdens de finale een topsnelheid 
bereikte van 44 km/h. Gaat het hier over een ogenblikkelijke snelheid of een gemiddelde snelheid? 
Verklaar het antwoord door de gemiddelde snelheid te berekenen. 
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3.2 - Ogenblikkelijke verandering Hoofdstuk 3 


65 


Een voorwerp dat van de Sint-Romboutstoren te Mechelen valt, zal na enkele seconden de 
grond bereiken. De tijd-afstandgrafiek van de valbeweging voldoet aan het voorschrift 
h(t)=97,28 — 4,91t* waarin h de hoogte in meter en t de tijd in seconden voorstelt. 


1 Wat is de hoogte van de Sint-Romboutstoren? 
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BiA EN Veranderingen van veeltermfuncties 


2 Bereken de snelheid van het vallende voorwerp na 1, 2 en 3 seconden. Druk de snelheid uit in 
m/s en in km/h. 


Na 1 seconde 


Na 2 seconden 


Na 3 seconden 


3 Na hoeveel seconden valt het voorwerp op de grond? Rond af op 2 decimalen. 


4 Wat is de snelheid in km/h van het voorwerp bij het bereiken van de grond? 


200 


3.2 - Ogenblikkelijke verandering Hoofdstuk 3 


7d 


Een eend vliegt op van de grond en stijgt met een snelheid van 2 m/s. Een havik die op een hoogte 
van 16 meter vliegt, bemerkt het opvliegen van de eend en maakt onmiddellijk een duikvlucht. De 
hoogte van beide vogels kunnen we berekenen met: 


ht=2 h‚: hoogte eend in m 
h(t=16—5t* h‚:hoogte havik in m 
t:tijd ins 


1 _Na hoeveel tijd en op welke hoogte valt de havik de eend aan? 


2 Wat is de daalsnelheid van de havik op het ogenblik dat hij de eend aanvalt? 
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bi Veranderingen van veeltermfuncties 


(5 | Uitdagingen 


1 | Bereken de helling van de parabool met voorschrift f(x) =x?° + 5x — 14 in het snijpunt 


met de y-as en in de snijpunten met de x-as. 
zie pagina 336 


Gegeven zijn de functies f(x) =Ax® — 8x +9 en g(x) =4. Bereken de hoek waaronder de 
grafieken van deze twee functies elkaar snijden. 
zie pagina 336 


Teken de grafiek van de functie f(x) = lx— 31 in een kijkvenster met gelijke 
schaalverdelingen op de assen. 
1 Hoeveel hellingen heeft de grafiek in het punt (3, 0)? 
2 Bepaal deze hellingen met behulp van de grafiek. 
zie pagina 337 
Als voorbereiding op een tiendaagse fietstocht maken Jelle en Emma een oefenritje. De 
afstand die ze afleggen in functie van de tijd kunnen we aflezen op de grafiek. 


afstand (m) 


L 

12 tijd (min) 
1 Beschrijf aan de hand van de grafiek de fietswijze van Emma en Jelle. 
2 Aan welke snelheid in km/h fietst Emma? 


3 Bereken de gemiddelde snelheid in km/h van Jelle tijdens de eerste vier minuten van 
de rit. 


4 Wat is de snelheid in km/h van Jelle op het ogenblik dat hij Emma voorbij steekt? 
5 Wanneer rijden Jelle en Emma aan dezelfde snelheid? Vink de tijdstippen aan. 


na 3 minuten na 4 minuten na 10 minuten na 12 minuten 
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3.2 - Ogenblikkelijke verandering Hoofdstuk 3 


Bij het overspringen van een verkeerslicht van groen naar oranje moet een auto 

vertragen en stoppen. De snelheid van de auto tijdens deze beweging kunnen we 

berekenen met s(t) = ar + Dt waarin s de afstand in meter en t de tijd in seconden 

voorstelt, 

1 _Na hoeveel meter komt de auto tot stilstand? 

2 Wat is het werkdomein van de functie s? 

3 Wat is de snelheid van de wagen op het ogenblik dat het verkeerslicht overspringt? 
zie pagina 338 
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BEG EN Veranderingen van veeltermfuncties 


f | Exploratie 


Het uittesten van een nieuw valscherm 


Recreatieve parachutespringers springen vaak uit de laadruimte van een sportvliegtuig vanaf 
een hoogte van meer dan 2500 meter. Vanaf deze hoogte kunnen ze minstens 1000 meter 

van een vrije val genieten vooraleer hun parachute te openen. Gedurende de vrije val blijft 

de snelheid van de valschermspringers niet de hele tijd toenemen. De wrijving met de lucht 
zorgt ervoor dat de maximale valsnelheid spoedig na de sprong bereikt wordt. De snelheid bij 
de landing hangt af van de kwaliteit van de parachute en van de vaardigheid van de springer. 
Vooral valschermen voor duosprongen moeten aan de normen voor een ‘zachte landing’ 
voldoen. De landingssnelheid bij een routinesprong mag hier slechts 5 m/s bedragen. Bij 
militaire sprongen landt men aan 6 m/s. 


Een nieuw valscherm moet aan een testsprong onderworpen worden alvorens het op de 
markt kan gebracht worden. De testspringer springt vanaf een hoogte van 1880 meter en 
opent vrijwel onmiddellijk zijn parachute. Zijn vlucht wordt beschreven met de formules 


s=bt? met te [0,4] 
s=-2,5*+50—80 met te}4,8] 
s=104+80 met te 8,2] 


waarin s de valweg in meter voorstelt en # de valtijd in seconden. 
valweg s (m) 


200 


0 ek 
Orle 4 Br T6n 7e 8 PLONEK 
valtijd (5) 


1_Na hoeveel seconden bereikt de testspringer de grond? 
2 Wat is het werkdomein van het derde grafiekdeel? 
3 Stel een drievoudig voorschrift op dat de valweg beschrijft in functie van de valtijd. 


4 Bereken de gemiddelde snelheid van de valschermspringer over de hele val. Druk het 
antwoord uit in m/s en in km/h. 

5 Bereken de ogenblikkelijke snelheid van de valschermspringer in m/s en in km/h 
a twee seconden na het verlaten van het vliegtuig. 


b vijf seconden na het verlaten van het vliegtuig. 


3.2 - Ogenblikkelijke verandering Hoofdstuk 3 


Wanneer we de ogenblikkelijke valsnelheid van de parachutist willen kennen in de punten 
(4, s(4)) en (8, s(8)), dan moeten we de plaatselijke helling telkens op twee manieren 
berekenen: eerst met A= 0,001 en daarna met A£= 0,001. 


6 Bereken de ogenblikkelijke valsnelheid van de valschermspringer in m/s en in km/h 
a vier seconden na het verlaten van het vliegtuig. 


b acht seconden na het verlaten van het vliegtuig. 
7 Is de valsnelheid juist voor en juist na vier seconden gelijk? 
8 Hoe verklaren we dit? 
9 Met welke snelheid bereikt de valschermspringer de grond? 


10 Mag de parachute op de markt gebracht worden? 
zie pagina 339 
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Afgeleiden van 
veeltermfuncties 


Flitspalen zijn uitgerust met snelheidscamera's die de ogenblikkelijke snelheid van een 
voorbijrijdend voertuig meten met behulp van uitgezonden radiogolven. Buiten de snelheid 
wordt ook andere informatie geregistreerd zoals dag, tijdstip en controleplaats. Met deze 
gegevens kunnen de volgende vragen van de politierechtbank beantwoord worden. 


m Hoe snel reed de wagen op het ogenblik van de botsing? 
m Vertraagde of versnelde de wagen bij het naderen van het kruispunt? 
m Wat was de snelheid van de wagen op 50 meter voor de verkeerslichten? 


In de toegepaste wiskunde kunnen we ogenblikkelijke snelheden berekenen met afgeleide 
functies als we over de gepaste formules beschikken. 


Hoofdstuk 4 


4.1 Afgeleide functies 


Hellingsfuncties 208 
Afgeleiden van machtsfuncties 216 
Afgeleiden van veeltermfuncties 220 
Raaklijnen 239 
Afgeleiden en verloop van functies 246 
Uitdagingen 263 
Exploratie 269 


4.2 Afgeleiden van producten en machten 


Afgeleiden van producten van veeltermfuncties 270 
Afgeleiden van machten van veeltermfuncties 275 
Uitdagingen 280 
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nike: Afgeleiden van veeltermfuncties 


208, ) 


44 | Afgeleide functies 


DP Hellingsfuncties 


1 wa 


De uitgang van een oude spoorwegtunnel wordt door beginnende klimmers gebruikt om te 
oefenen. De dwarsdoorsnede van de tunnel beschrijven we met de functie f(x) =—0,25x' +4 met 
dom f= [-2, 2]. Op de klimwand zijn bordjes aangebracht waarop de moeilijkheidsgraad van de 
plaatselijke helling is af te lezen. 


1_ Bereken met ICT de helling van de klimwand in een punt P(x,f(x)) met het differentiequotiënt 
f'(x +0,001)— f(x) 


„Rond af heel getal. 
0,001 ond af op een geheel ge 


x | 2 —l 0 1 2 


helling in P | 


2 Vink het verband aan tussen het origineel x en de bijbehorende helling. 


helling in P=4x helling in P=2x* hellingin P=x° 


helling in P= Ax helling in P=—2x* helling in P=—x® 


3 Bereken met het gekozen verband de helling in het punt A(—0,2 ;f(-0,2)). 


41- Afgeleide functies Wolin! 


Hellingsfuncties 


De tabel van de functie f(x) = x* is aangevuld met de hellingen van de grafiek in de punten 


P(x‚f)). 


di —3 2 —l 0 1 2 3 
fw) 9 4 1 0 1 4 ) 
helling in P 6 4 2 0 2 4 6 


We tekenen de grafiek van fen ook een grafiek waarbij de hellingen verticaal uitgezet zijn op de 
x-as, Deze grafiek noemen we de hellingsgrafiek van f: 


GRAFIEK HELLINGSGRAFIEK 
IE: 


De tabel en de hellingsgrafiek laten vermoeden dat de helling van de grafiek van f in een 
willekeurig punt gelijk is aan tweemaal het origineel. Dit verband tussen helling en origineel 
noemen we de hellingsfunctie of de afgeleide functie van f en noteren we met het symbool f’. 


De afgeleide functie van f(x) =x? is f'(x) = 2x. 


Met de afgeleide functie kunnen we de helling in een willekeurig punt van de grafiek berekenen. 


Voorbeeld 

We berekenen de helling in het punt A(5, 25) van de grafiek van f(x) =x*. 
afgeleide functie: f'(x)=2x 

« hellinginA=f"(5)=2:5=10 
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Formule voor afgeleide functie 


De rechte t is de raaklijn in een willekeurig punt P aan de grafiek van de functie f. 


Jo) 


È 
Ol 1 x x+Ax hd 


De helling van de grafiek in een punt P(x‚f(x)) stellen we voor met f'(x) en wordt bepaald door de 


rico van de raaklijn t in P: 
fx) =ricot 
n= jin FHA) - f(x) a flx+Ax)-f(4) 
fo) = lim TT ne zie pagina 192: ricot= Ee en 
Voorbeeld 


We berekenen het functievoorschrift van de afgeleide functie van f(x) =x®. 


f(x+ Ax) fx) 


£'@)= lim Te formule afgeleide functie 

_ (x+Ax)-x? 

= Jim ek fa) =x 
xt +2exAxt(Ar) xt 

(a +b)? =a? + 2ab + b? 
__ M:Ax+(Ax) 

= Jim RE tegengestelde termen weglaten 
…_ Ax(2+Ax) 

= Jim EN Ax afzonderen 

= Jim (2x + Ax) breuk vereenvoudigen 

=2X als Ax — 0, dan 2x + Ax — 2x 


De afgeleide functie van f(x) =x? is f'(x) = 2x. 
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41- Afgeleide functies W,lo 4000) 


2d 
Gegeven is een grafiek met bijbehorende hellingsgrafiek. 
Lees de helling van de grafiek in de punten A, B, C en D af op de hellingsgrafiek. 
1 2 
rAm 
: el D 
4 1 _ 1 
A 
0) n/c x 1 | x 
ä \ 
72 
PR 
0 x 
\ 
hellingin A= ……… hellingin A= ……… 
hellinginB= ……… hellinginB= ………… 
hellingin C= ……… hellingin C= 
hellingin D= ……… hellingin D= ……. 
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3 dà 


De rechte t is de raaklijn in het punt A(a, f(a)) aan de grafiek van f. Verbind elke grafiek met het 
verloop van de functie in a en met het teken van de afgeleide in a. 


fis dalend in a fis stijgend in a f heeft een maximum in a 
f'(a)>0 f'(a)=0 f'(a)<o 


de 


Verbind elke grafiek van de functie fmet de voorwaarden waaraan de functiewaarden van de 
afgeleide functie f”voldoen. 


f'0)=0 f0)=0 {(0)=0 f(0)>0 
fa) <o f'@O<o f'A)>0 fD>0 
S'CI>0 SD) <0 SCI <0 f'CI=0 
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sd 


Verbind elke grafiek uit de bovenste rij met de bijbehorende hellingsgrafiek uit de onderste rij. 


s ö 


De gegeven grafieken van tweedegraadsfuncties zijn elkaars spiegelbeeld ten opzichte van de x-as, 
de y-as of de oorsprong. De grafieken van de bijbehorende hellingsfuncties zijn rechten. Welke 
rechte behoort bij welke parabool? Schrijf de benamingen van de rechten in de passende vakjes. 


Pb, Db. Ps P, 
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8 


Teken de hellingsgrafiek. 
1 y/ „| 
1 1 
0 0 ï 
: / ’ 5 
1 Hr 
0 0 
3 


41- Afgeleide functies  Koi/ ti) 


8 


Gegeven is de functie f(x) =x*. 


1 Toon aan dat f'(x) =3x?. 

LW= formule afgeleide functie 
5 fa) =x 
= E À (a+b)’=a’+3a'b+3ab'+b’ 
= tegengestelde termen weglaten 
= Ax afzonderen 
= breuk vereenvoudigen 
= Ax 0 


2 Bereken de helling van de grafiek in de punten A, B en C. 


A(Lf()) helling in A= 
B(3./(3)) helling in B= 


C(-2,f(-2)) helling in C= 


soigbeld:s Afgeleiden van veeltermfuncties 


DP Afgeleiden van machtsfuncties 


5 a 


Gegeven zijn tabellen van zes machtsfuncties. In de X-kolom staan enkele originelen. De 
Y1-kolom toont de functiewaarden en de Y2-kolom de functiewaarden van de bijbehorende 
afgeleide functie. 


1 Verbind elke functie met de bijbehorende afgeleide functie. Gebruik de tabellen. 


S= . f'@)=10x 
S= ef) =? 
Sw)=xt  « e f'@)=6x? 
SW)=5x* « e f'= 2x? 
S= « e f'W=2 
SW) =3x" e . fz? 


2 Welk verband bestaat er tussen de graad van een functie en de graad van de afgeleide functie? 


3 Hoe kunnen we de coëfficiënt in het voorschrift van de afgeleide functie berekenen? 


4 Bereken met de kennis verworven uit de voorgaande antwoorden de afgeleide functie van: 


a fw)=x b fx) =7x? 


f'W= en fW= 
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Machtsfuncties met natuurlijke exponenten afleiden 


Met de formule voor de afgeleide functie kunnen we de afgeleide functie van f(x) =x" met n een 
natuurlijk getal berekenen. We verkrijgen: 


fa)=1 f'@)=0 x=l 
fa)=x f@=1 xx 
fa)=x? SW =2X 
fa)=x? f'W)=3t 
fa)=x' f')=4x? 
fa)=x® f')=5x 


Ned fn ne N 


Rekenregel voor afgeleide van een machtsfunctie 
De afgeleide van x” is n maal x””', 
Weschrijven: D(x)=n:x"" ne N 


De letter ‘D' staat voor het Latijnse woord derivatio, wat afgeleide betekent. 


RORE 


Voorbeelden F0) 


D(1)=0 

D(x)=1 

D(x?) = 2x 

D(x®) =8x7 
D(*%) = 2020x °° 


Veelvoudregel 
Bij het afleiden van een product mogen we een constante factor vooropzetten. 

D(c f(x) =c - Df(x) ceR 
De machtsfunctie g(x) =2x° kunnen we beschouwen als het tweevoud van de functie f(x) =x®. 


Met de veelvoudregel berekenen we de afgeleide van de functie g(x) =2x°. 


D(2x°)=2 : D(x°) veelvoudregel 
bx afgeleide van een machtsfunctie 
=10x* 


De afgeleide functie van g(x) = 2x" is g'(x) = 10x*. 
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Voorbeelden 

D(4x?)=4 «Dx? =4 3x? = 122? 
D(124) =12 + D()=12- 1=12 
D(-4x5)=—4- DX) =—4 «S= 202 


Rekenregel voor afgeleide van een constante functie 


De grafiek van een constante functie f(x) = c is een horizontale rechte. De helling van deze rechte 


is in elk punt nul. We verkrijgen: 


fw)=e f'@)=0 
De afgeleide van een constante is nul. 
D(c) =0 ceR 

Voorbeelden 

D(2)=0 

D(-6)=0 
10 
Bereken. 
1 DC7)= D(8x7) = 
2 D(3x)= D(-2,3x) = 
3 D(-7x')= D(-5)= 
4 _D(0,3x®) = D(4,1x®) = 

1 3 4 
ot) {2e} 
A | 
Vul de tabel in. 
functie punt A afgeleide functie helling in A 

1 fer? (5. £6)) 
2 | fw) =05x' (2, f(-2)) 
3 | f)=—0,2? (3. £6)) 
4 | _f)=0,75x* (1 f@) 
s | f@=2x CL fCD) 


n B 


Gegeven is een machtsfunctie g van de vierde graad. 


Als g de afgeleide functie is van f‚ dan is de graad van f gelijk aan 


(A) 3 


Omcirkel het juiste antwoord. 


13 5 


Omcirkel het juiste antwoord. 
D(-3°)= 


(A) —9 (B) —6 


14 |) 


Gegeven zijn de formules: 
3 
v-rr 
3 


A=nr* 


p=2nr 


(B) 4 


(Cc) 0 


Toon aan dat D(V) = A en D(A) =p. 


15 


Gegeven is g(x) =c : f(x) met ce R. 


Toon met de formule voor de afgeleide functie aan dat g'(x)=c : f'(x). 


gw= 


volume vierde deel bol 


oppervlakte cirkel 


omtrek cirkel 


41- Afgeleide functies  Hoi/ ite) 


(©) 5 


(D) 6 (E) 9 


formule afgeleide functie 

sx) =e" fx) 

gemeenschappelijke factor c afzonderen 
constante factor vooropzetten bij limiet 


formule afgeleide functie 
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DP Afgeleiden van veeltermfuncties 


16 a) 


Gegeven zijn tabellen van de functies f, g en h. In de X-kolom staan enkele originelen. De 
Y1-kolom toont de functiewaarden en de Y2-kolom de functiewaarden van de bijbehorende 
afgeleide functie. 


S= ga) =5x 


1 Welk verband bestaat er tussen de functiewaarden f(x), g(x) en h(x)? 


2 Wat is het voorschrift van de functie A? 


3 Bereken de afgeleide functie van f(x) =x* en van g(x) =5x. 


4 Welk verband bestaat er tussen de functiewaarden f(x), g’(x) en h(x)? 


5 Wat is het functievoorschrift van de afgeleide functie /’? 


Veeltermfuncties afleiden 


Een veeltermfunctie kunnen we beschouwen als een som van machtsfuncties. 


Somregel 
De afgeleide van een som is de som van de afgeleiden. 
D(f(x) + g(x) = Df(x) + Dg (x) 


De veeltermfunctie h(x) = 3x? — 5x kunnen we beschouwen als de som van de machtsfuncties 
fw) =3xt en g(x) =—5x. 
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D(4x?-7x+1)= 


D[x’-x* sien 5 


D(-0,25x* + 1,75x- 1) = … 


5x“ x i) 
+ 


le 
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18 


Vul de tabel in. 
functie punt A afgeleide functie helling in A 
1 FO tg te (2. £(2)) 
2 | SW +2 +1 (-L EI) | 
3 | fW=2°-725 (LD) 
4 pod +le 1 (-2, f(-2)) 
106 S 
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Werk het product uit en bereken daarna de afgeleide. 
1_D(x—5)(2x+3))= 

2 D((2x+7)(3x+4)) = 

3 D(3 (5 +x°))= 
( 


4 _D((x- I)(x+ I(x-4)(x+4)) = 
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Gegeven is de functie f(x) =x* —5x+4. 
1 Bereken het voorschrift van de afgeleide functie. 
S= 


2 De grafiek van f heeft een snijpunt met de y-as en twee snijpunten met de x-as. Bereken de 
helling in elk van deze punten. 


222 


41- Afgeleide functies Wolle! 


AND | 


Bepaal drie functievoorschriften van een veeltermfunctie f als f'(x) gegeven is. 


1 Wel 

S= : [w)= en D= 
2 f'W=2x 

S= SW= f)= 
3 fx 

S)= S= « S= 


4 Welke term mag in de functievoorschriften willekeurig gekozen worden? Waarom? 


Ne | 


Maak met de vijftien veeltermfuncties rijen waarbij elke functie de afgeleide functie is van de 
voorgaande. Elke functie mag hoogstens eenmaal gebruikt worden. 


(A) _f)=24x (B) fMD)=2 (©) fa) =-12x* 
(D) LD) =Ax* (@) fm =x'+ 2 (P) fW=0 

(G) f)=2x+2 (H) fo) =x*+2x (If) =d + 4x 
0) S= +1 (K) fw) =24 (W) FG) =-24x 
(M) f)=12x* +4 (N)_fG)=4x? (O) fa) =x"+2 


1 Wat is de langste rij die er in verborgen zit? 


2 Maak met de overblijvende functies twee rijen van minstens drie elementen. 


3 Welke twee functies blijven over? 
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23 @ 


Omcirkel het juiste antwoord. 
1_D(-3x+2)*= 


(A) 3 (B) —6x (C) 18x (D) 18x- 12 (E) 18x+12 


2 (l-x):D(1-2W)= 


(A) 1-x (B) -1+x (C) 2- 2x (D) 2x-1 (E) 2x 


3 2:D(x+2W)+1= 


(A) Ax-4 (B) —4x-3 (C) —4x+ 1 (D) -2x+1 (E) 2x 


24 
Gegeven is f(x) = g(x) + h(x). 


Toon met de formule voor de afgeleide functie aan dat f'(x) =g'(x) + h'(x). 


f'@) 


formule afgeleide functie 


= id E - - En ‚ 5 f(x) = g(x) + h(x) 


En haakjes uitwerken 


= termen van dezelfde functies 
groeperen 


= breuk splitsen in een som van 
breuken 


n limiet van een som is som van 
limieten 


en 8 7 é formule afgeleide functie 
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Afgelegde weg en snelheid 


Gegeven is de plaatsfunctie s(f) die de rechtlijnige beweging van een punt P beschrijft dat een 
afstand s aflegt in een tijd t. 


De snelheid v van het punt P op het ogenblik t kunnen we bepalen met de formule: 


v(t) = lim E zie pagina 198 
m s(t+At)—s(t) 
A0 At 
=8'(f) formule afgeleide functie 


De snelheidsfunctie v is gelijk aan de afgeleide van de plaatsfunctie s. 
We schrijven: v(t) =s'(t) 
We zeggen: De snelheid is de afgeleide van de afgelegde weg. 


Voorbeeld 


De afgelegde weg van een Formule 1-piloot gedurende de eerste 5 seconden kunnen we beschrijven 
met de plaatsfunctie s(t) =4*, sin meter 


We berekenen de snelheid van de Formule 1-piloot na 5 seconden. 

De snelheid wordt beschreven door de afgeleide functie van de plaatsfunctie: 
vt)=s’(t)=8t D(4t?) = 8t 

De snelheid na 5 seconden is de functiewaarde van de snelheidsfunctie in 5: 
v5)=s"(5)=8" 5=40 

Na 5 seconden is de snelheid 40 m/s of 144 km/h. 40: 3,6=144 
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Van een rechtlijnig bewegend voorwerp is de plaatsfunctie gegeven. Bepaal de snelheidsfunctie. 


1 s(t)=5t+2 v(t)= 
2 s(t)=t"+t-3 v(t)= 
3 s(D=t 3 tt v(i)= 
4 sO=zar" uD= 
5 s(D=s,+vt vi)= 
6 sO=u-& v(t)= 
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Lewis Hamilton, een Britse autocoureur, start met zijn Mercedes vanuit pole position in de Grote 
Prijs van België op het circuit van Francorchamps. De versnellende beweging van zijn racewagen 
tijdens de eerste 5 seconden kunnen we beschrijven met: 


sl) =0,41® s: afgelegde weg in m 
t: tijd na startschot in s 


afstand s (m) 
60 


50 
40 


30 


0e + + 4 
0 1 2 3 4 5 6 
tijd (S) 


Hoe snel rijdt de racewagen 5 seconden na de start? Druk de snelheid uit in km/h. 
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27 5 


Een decoratieve glazen zandloper is gevuld met een felgekleurde vloeistof. Het duurt precies 
één uur om de zandloper te laten leegdruppelen. Op de glazen wand van de zandloper staan 
merktekens die de leeglooptijd per tien minuten aangeven. Deze maatstrepen staan niet 

op gelijke tussenafstand, wat betekent dat het vloeistofoppervlak niet gelijkmatig daalt. De 
vloeistofhoogte in de bovenste lob van de zandloper wordt beschreven met: 


hlt)=A,5t* +4,051° — 3,551 +8 h: hoogte vloeistofoppervlak in bovenste lob in dm 
t: tijd na omkeren van de zandloper in uren 


hoogte A (dm) 


tijd £(h) 


Ee 
Dorjee 


i 
Lt 2 EÁ 
6 6 6 
Volgens de wetten van de kinematica of de bewegingsleer kunnen we de daalsnelheid van het 
vloeistofoppervlak beschrijven met de afgeleide functie van de gegeven functie. 


1 Bereken de daalsnelheid van de vloeistof na 6 minuten en na 30 minuten. Druk de snelheid uit 
in mm/min. 


2 Op welk van beide tijdstippen daalt de vloeistof het snelst? 
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Vanaf een balkon blazen we met behulp van een blaaspijp een erwt verticaal omhoog. De hoogte 
van de erwt kan op elk tijdstip worden berekend met: 


h(t)=24,5 + 19,6t— 4,94 h:hoogte in m 
t:tijdins 


1 Vanaf welke hoogte wordt de erwt weggeblazen? 


2 Wat is de snelheid van de erwt in functie van de tijd? 


3 Met welke beginsnelheid wordt de erwt weggeblazen? 


4 Welke hoogte bereikt de erwt? 


5 Na hoeveel tijd valt de erwt op de grond? 


6 Met welke daalsnelheid raakt de erwt de grond? 


41- Afgeleide functies Wotan! 


Snelheid en versnelling 


De tijd-snelheidgrafiek geeft de verandering van de snelheid v over het tijdsinterval [t, + At]. 


snelheid v 
EE 
Av= v(+AE)— v(t) 
OM persee 
1 
ij td = 
0 1 t L+At tijd 


Als At nadert tot 0, dan zal het differentiequotiënt Ee nn 
ogenblikkelijke verandering van v op het tijdstip 4. In een tijd-snelheidgrafiek spreken we van de 
ogenblikkelijke versnelling of kortweg de versnelling op het tijdstip £. Stellen we de versnelling voor 
met het symbool a, dan is de formule voor de versnelling op het ogenblik & 


naderen tot de 


AAV 
donne 
… v(t+At)-v(t) 
=lim 
at—0 At 
=v'(t) 


De versnellingsfunctie a is gelijk aan de afgeleide van de snelheidsfunctie v. 
We schrijven: a(t)=v'(t) 


We zeggen: De versnelling is de afgeleide van de snelheid. 


Voorbeeld 


De snelheid van een Formule 1-piloot gedurende de eerste 5 seconden kunnen we beschrijven met 
de snelheidsfunctie v(4) =8t. vinm/s 


We berekenen de versnelling van de Formule 1-piloot. 
De versnelling wordt beschreven door de afgeleide functie van de snelheidsfunctie: 
alt)=v"(1)=8 D(st) =8 


Gedurende de eerste 5 seconden rijdt de Formule 1-piloot met een constante versnelling van 8 m/s’. 
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Van een bewegend voorwerp is de snelheidsfunctie gegeven. Bepaal de versnellingsfunctie. 


1 v(t)=5 alt)= 4 v(t)=gt alt)= 
2 vl)=24+1 alt)= 5 v(t)=v, alt)= 
3 v(l)=3t"—4t alt= 6 vt)=v,— gt alt)= 
30 
Van drie rijdende auto's is een snelheidsgrafiek gemaakt. 
v (m/s) v (m/s) v (m/s) 
51 5 5 
Le 
° 5 Ls) % 5 Ls) % 5 ts) 
1 Welke auto heeft een eenparig versnelde beweging? Verklaar. 
2 Beschrijf de beweging van de twee andere auto's. 
De drie auto's hebben nu de volgende snelheidsgrafiek. 
v (m/s) v (m/s) v (m/s) 
| 10 5 
% 5 ts) % 5 ts) % 10 ts) 
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3 Hebben de auto's een eenparige beweging of een eenparig versnelde beweging? 


4 Bepaal de snelheidsfunctie van elke auto. 


Auto 1: Auto 2: Auto 3: 
ve ie VS vt= 


5 Bepaal de versnelling van elke auto. 


Auto 1: Auto 2: Auto 3: 


alt= s : S alt)= alt)= 
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Bij het overspringen van een stoplicht van rood naar groen, trekt een auto zeer snel op. Na enkele 
ogenblikken moet de auto vertragen omdat een vrachtwagen die voor hem rijdt plots stopt. 

De afgelegde weg in meter van de auto in de eerste 10 seconden kunnen we beschrijven met de 
plaatsfunctie: 


1 d 
Oei s: afgelegde weg in m 
6 2 t: tijd in seconden 


1 Bepaal de snelheidsfunctie van de auto. 


2 Bepaal de versnellingsfunctie van de auto. 


3 Met welke versnelling trekt de auto op aan het stoplicht? 
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4 Op welk ogenblik begint de chauffeur af te remmen? 


5 Wat is zijn snelheid op dat ogenblik? 


6 Wat is de afgelegde weg op dat ogenblik? 


» 
De hoogte van een heteluchtballon kunnen we uitdrukken in functie van de tijd: 
nd =de-a at h: hoogte in km 

3 t: tijd in uren 


Op de grafieken lezen we de hoogte, de snelheid en de versnelling van de ballon gedurende de 
eerste vier uren af. 


Jh (km) v (km/h) a (km/h?) 
4 4 
3 3 
2 2 
1 1 
0 o 


Beantwoord de vragen met een berekening en controleer elk antwoord op de grafiek. 


1_Op welke hoogte is de ballon na een kwartier? 
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2 Wanneer begint de ballon te dalen? 


3 Welke hoogte heeft de ballon op dat ogenblik? 


4 Wanneer is de ballon terug op de begane grond? 


5 Welke snelheid heeft de ballon na 4 uren? 


6 Wanneer daalt de ballon met een snelheid van 1 km/h? 
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7 Wanneer is de versnelling van de ballon O km/h? ? 


‚_8 Hoe groot is de versnelling van de ballon na 3 uren? 


Afgeleide van een functie in een origineel berekenen 


We berekenen de afgeleide van de functie f(x) = 0,01x* in het origineel 3. 


TEXAS INSTRUMENTS 
Berekening met de optie nDeriv 


In het menu MATH kiezen we de optie nDeriv. De afkorting Deriv staat voor derivatio en verwijst 
naar afgeleide van een functie. 


m (MATH] (8: nDeriv] 
We kunnen ook de sneltoets F2 gebruiken. 
m_ [ALPHA] [F2] (3: nDeriv) 


Om f'(3) te berekenen, voeren we achtereenvolgens in: de variabele x, het functievoorschrift 
f@)=0,01x* en het origineel 3. 


mx 001 [pe] [p-] 3 [ENTER] 
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Het symbool he is een andere notatie voor het symbool D. Tussen de ronde haakjes staat het 


functievoorschrift f(x) =0,01x* en achter de verticale streep het origineel 3. 


De afgeleide van de functie f(x) =0,01x" in 3 is 1,08. 


Berekening met de optie dy/dx uit het menu CALCULATE 


We voeren de functie f(x) =0,01x* in. Daarna roepen we het rekenmenu CALCULATE op waarin 
we de optie dy/dx kiezen. Het symbool dy/dx staat voor afgeleide van een functie. 


m [Y1=] 0,01x* [2ND](CALC 
In het grafiekvenster berekenen we f’(3). 
m (6:dy/dx] 3 [ENTER] 


LBRT MUTS HEAL DEGREE 


mort 


De letter ‘y’ in dy/dx verwijst naar het ingevoerde functievoorschrift f(x) =0,01x*. 
De afgeleide van de functie f(x) =0,01x" in 3 is 1,08. 


CASIO 
Berekening in het menu RUN-MAT 
In het menu RUN-MAT roepen we het rekenmenu CALC op waarin we de optie d/dx kiezen. 


Om f’(3) te berekenen, voeren we achtereenvolgens het functievoorschrift f(x) =0,01x* en het 
origineel 3 in. 


m [MENU] [1:RUN-MAT] [OPTN] (F4: CALC] (F2: d/dx] 0,01x* (b] [p-] 3 [EXE] 


[FD] 


d 4 
sE (8. 1x) 5 


1.04 
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d 
Het symbool E is een andere notatie voor het symbool D. Tussen de ronde haakjes staat het 


functievoorschrift f(x) =0,01x* en achter de verticale streep het origineel 3. 


De afgeleide van de functie f(x) =0,01x" in 3 is 1,08. 


Berekening in het menu TABLE 


In het menu TABLE voeren we de functie f(x) =0,01x* in. Daarna roepen we het 
configuratiescherm op en stellen Derivative in op On. De benaming Derivative staat voor afgeleide 
functie, 


m_ [MENU] (5: TABLE) 0,01x* [EXE] [SHIFT] (SET UP] (w: 6-maal) (F1: On] 


In het scherm Table Setting kiezen we tabelvariabelen in de omgeving van het origineel 3, 
bijvoorbeeld: startwaarde 2, eindwaarde 4 en stapgrootte 1, 


m [EXIT] (F5:SET] 2 [EXE] 4 [EXE] 1 [EXE] 
We roepen de tabel op. In kolom Y’1 lezen we de functiewaarden van f’af. 


m [EXIT] [F6: TABL] 


e Sellins 


E EI 


Kl 


FS 


Start: 2 
End :4 U 255 256 
imul Grarh :Off 


De afgeleide van de functie f(x) =0,01x" in 3 is 1,08. 


Berekening in het menu GRAPH 


In het menu GRAPH is de functie f(x) =0,01x* opgeslagen omdat ze reeds ingevoerd is in het menu 
TABLE. In het configuratiescherm staat Derivative ingesteld op On. We tekenen de grafiek in het 
standaardkijkvenster, 


m_ [MENU] (3: GRAPH] [F6: DRAW] 
In het grafiekvenster bepalen we f'(3). 
m (SHIFT) (Trace) 3 [EXE] 


VI=G, BIRCH A KG 2 


Enter X-Value 
Xi3 


dvrduz0 dvodkzl. 08 
ket ven je v=0, 81 


De letter ‘y' in dy/dx verwijst naar het ingevoerde functievoorschrift f(x) =0,01x*. 
De afgeleide van de functie f(x) =0,01x* in 3 is 1,08. 
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Bereken met ICT de afgeleide van f in het origineel a. Rond af op 2 decimalen. 


1 f)= 2-1 

2 fo)=x*-2x+5 

3 f)=x'- 9x? 

4 _fG)=0,25x*—x+0,25 


5 fO)=- txt 
/ 3 2 
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Bereken met ICT de helling van de grafiek van f in het gegeven punt. 


1 fo) =x? 

2 fr? 

3 f(x) =0,25x® 

4 fz 3t1 
5 fl) =6x°+0,3x 


6 f(x) =0,6x°+3x—4 
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Bereken met ICT de helling van de grafiek van de machtsfunctie in de gegeven punten. 


a=A 


A2, f(2)) 
BL fCD) 
dl3, (3) 
D(2, f(2)) 

E(5, f(5)) 
H-10, f-10)) 


41- Afgeleide functies bolle! 


S= 
e= 
f'C15)= 
f'0= 
f05)= 


LO= 
fCij= 
£G= 
f@)= 
{O)= 
f'G10)= 


functie 


helling in 


A2, f(-2)) 


B(—L fI)) | c(o, f(0)) 


D(L) | E22) 


1 | fw=-025x° 


| 


2 | f@)=03x" 


3 | f@)=25x* 


4 | fd) =-125x? 


| 
| 
| 
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Een sportkrant sponsort tijdens de vakantiemaanden een tv-quiz. Als schiftingsvraag die bij een 
eventuele gelijkheid van punten de winnaar zal aanduiden, moet elke deelnemer de hellingshoek 
raden waaronder de verst vliegende bal wordt weggetrapt. 


Een bekende tv-presentator die deze klus moet klaren, krijgt vijf pogingen om zo ver mogelijk te 
trappen. Een computer met camera vertaalt de parabolische baan van elke weggetrapte bal in de 


volgende voorschriften. 
1 
POGING 1: A(s)= Tore — 3472) h: hoogte in cm s: horizontale afstand in cm 
2 
POGING 2: h(s)=— — 3472 
@ 11221 te ) 


1 
POGING 3: _h(s) == s(s— 3492 
@ 7857 ss ) 


POGING 4: h(s)=- s(s— 4014) 


18063 
1 
POGING 5: h(s)=———s(s— 3246 
(s) Pr s(s ) 


Bereken met ICT het juiste antwoord op de schiftingsvraag. 
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D Raaklijnen 


37 (ea) 


Een waterskiër laat zich voorttrekken door een speedboot. Vanuit een helikopter lijkt de baan van 
de skiër op de grafiek van f(x) =0,01x® —0,3x° + 2x met de eenheid op beide assen uitgedrukt in 
meter. Op elk ogenblik raakt het gespannen touw aan de grafiek. 


41- Afgeleide functies Wolle! 


1_De waterskiër bevindt zich in het punt S,(5; 3,75). Bereken de richting van het touw S,B,. 


2 Vergelijkingen van rechten kunnen we opstellen met de formule voor punt en rico: 
YY, =alx-—x,). Bepaal een vergelijking van de sleeptouwrechte S,B,. 


3 Even later bevindt de skiër zich in het punt S,(10, 0). Bereken de richting van het touw S,B,. 
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4 Bepaal een vergelijking van de sleeptouwrechte $,B,. 


Vergelijkingen van raaklijnen opstellen 


Met de formule voor punt en rico kunnen we een vergelijking van de raaklijn fin het punt A 
opstellen. 


0 1 À 2 
De richtingscoëfficiënt van de raaklijn in het punt A(a, f(a)) is gelijk aan de functiewaarde f(a). 


Formule: t<>y-f(a)=f"(a): (x-a) 


Voorbeeld 
We stellen een vergelijking op van de raaklijn t aan de grafiek van f(x) =x* — 2x + 2x — 1 in het punt 
A(0,(0)). 
We berekenen f(0), f(x) en f’(0). 
f{o)=1 
f'w)=4x 6x +2 DX — 2 + 2x - 1) = bi? — 60 +2 
£'0)=2 
We stellen een vergelijking van de raaklijn # op. 
toy-fa)=f(a): (ca) 
y-f(O)=f(0)-(x-0) a=0 
y-Gi)=2: (2-0) 
y+1=2 
y=2W-1 
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38 |) 


Bepaal een vergelijking van de raaklijn t aan de grafiek van de functie f in het punt A. 
1 f)=x?-1 A(LfCD) 3 fo)=x? A(-2,f(-2)) 


2 fW)=x*-4x-5  Al4,f(4)) 4 fW=x' +8 A(LA(D) 


39 
De grafiek van de functie f(x) =—x* + 9 heeft twee snijpunten S, en S, met de x-as. 


1 Bepaal de coördinaten van S, en S, 


2 Bepaal een vergelijking van de raaklijn aan de grafiek in elk van deze punten. 
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Automatische vaatwassers werken efficiënter naarmate de binnenkant van het af te wassen 
voorwerp gladder is. De buitenkant van het kopje mag niet te bol zijn omwille van de stabiliteit. 
Daarom kiezen designers voor een afgeknotte kegel als buitenkant en een paraboloïde als 
binnenkant. De paraboloïde ontstaat door de grafiek van f(x) = 4x* met dom f = [—0,5; 0,5] te 
wentelen om de y-as. De afgeknotte kegel omknelt de paraboloïde aan de bovenkant van het 
kopje. Dit betekent dat bij een dwarsdoorsnede de raaklijn AB aan de parabool in het punt 
A(0,5 ; 1) ongeveer samenvalt met de buitenwand van het kopje. 


y (dm) 


1 Stel een vergelijking op van de raaklijn AB. 


2 Waar snijdt de raaklijn de x-as? 
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3 Wat is de diameter van de bodem van het kopje? 


Raaklijnen aan grafieken van functies tekenen en hun vergelijkingen 
bepalen 


We tekenen de raaklijn aan de grafiek van f(x) = x° + 2x — 1 in het punt (o, f(o)) en bepalen een 
vergelijking van de raaklijn. 


TEXAS INSTRUMENTS 


Om in het grafiekscherm de raaklijn aan de grafiek in een punt (0,f(O)) te tekenen, drukken we de 
toets DRAW en kiezen de optie Tangent. 


m [Y=] X+2x-1 [ZOOM] (6: ZStandard) 
2ND] [DRAW] 
5: Tangent] 0 [ENTER] 


us 


We kunnen een vergelijking van de raaklijn in het punt (0, f(0)) aflezen: y=2x— 1. 


CASIO 


In het menu GRAPH tekenen we de grafiek van de functie in het kijkvenster INIT. Met de toets 
Sketch tekenen we de raaklijn aan deze grafiek in het punt (0, f(0)). 


m [MENU] [3: GRAPH] x° + 2x 1 [EXE] [SHIFT] [F3: V-Win) (F1: INIT) [EXIT] (F6: DRAW] 
SHIFT] (F4: SKTCH) (F2: Tang) 0 
EXE] [EXE] 


We kunnen een vergelijking van de raaklijn in het punt (0, f(O)) aflezen: y=2x—1. 
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AN 
Teken met ICT de raaklijn t aan de grafiek van f in het punt A. Ga na of: 


a de grafiek van f in de omgeving van het raakpunt aan dezelfde kant van de raaklijn ligt. 


b de raaklijn buiten het raakpunt nog andere punten met de grafiek van f gemeen heeft. 
rÁ 


1 fed en __ A-2,f(-2)) 


2 S= en A(0,f(0)) 


3 JO en A(-Lf(-I)) 


42 
Bepaal met ICT een vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van f in het punt A. Welke hoek 
maakt de raaklijn met de x-as? Rond af op 1°. 


1 flx)=x?+1 2 fa)=x°+x? 3 fa)=x"-x tx 
A(2, 5) A(-2, 4) A(—1,-1) 


41- Afgeleide functies Wolle! 
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Duid een punt P(a, f(a)) aan op de grafiek waarin de richtingscoëfficiënt van de raaklijn gelijk is 
aan de gemiddelde helling van de grafiek tussen de punten A en B. Teken de raaklijn. 
Controleer met ICT. 


1 f)=05x°—4 met xel-3,4] 
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DP Afgeleiden en verloop van functies 


se ma 


De rechte t is de raaklijn in het punt A(a, f(a)) aan de grafiek van f: Doorstreep zodat de uitspraak 
waar is. 


y 1 Als fstijgend is in A, dan is de richtingscoëfficiënt van de raaklijn # 
positief / negatief / nul en dan is f(a) positief / negatief / nul. 


% 2 Als fdalend is in A, dan is de richtingscoëfficiënt van de raaklijn 
positief / negatief / nul en dan is f'(a) positief / negatief / nul. 


% 3 Als feen maximum heeft in A, dan is de richtingscoëfficiënt van de 
raaklijn # positief / negatief / nul en dan is f’(a) positief / negatief / 
nul. 


Verloop van functies onderzoeken met afgeleiden 


Om het verloop of het stijgen en dalen van de grafiek van een functie f te kennen, onderzoeken we 
het teken van de afgeleide functie f". 


We stellen vast: 
de grafiek stijgt in het punt Aen f’(a) > 0; 
de grafiek daalt in het punt B en f’(b) <0. 


41- Afgeleide functies Wolle! 


We zeggen: 
Een functie f stijgt in x als f'(x) > 0. 
Een functie f daalt in x als f'(x) < 0. 


Merkwaardige punten en afgeleiden 


Als de raaklijn aan de grafiek van een functie in een punt Ala, f(a)) evenwijdig is met de x-as, dan is 
de richtingscoëfficiënt van de raaklijn in dat punt gelijk aan nul. 


We schrijven: f'(a)=0 
Er zijn vier mogelijke gevallen. 
GRAFIEK 1 GRAFIEK 2 


In A gaat de grafiek over van dalen naar stijgen. In A gaat de grafiek over van stijgen naar dalen. 
De functie f bereikt een minimum in a. De functie f bereikt een maximum in a. 


X a Xx a 
fo | - o + ORE: 0 - 
JON Be A 
Voorbeeld 


We stellen het verloopschema op van de functie f(x) =x® —7,5x* + 12x — 20,5 met de afgeleide 
functie. 


Afgeleide functie: _f'(x)=3x*—15x+12 
Nulwaarden vanf’: f'(x) =0 
32 —15x+12=0 


x=l of x=4 ICT: vkv oplossen 
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Verloopschema 
x jj 4 
f'@) zE 0 — 0 + teken van tweedegraadsfunctie 
no 15 Ne 285 / ICT: functiewaarden berekenen 


maximum minimum 


We controleren het verloopschema met ICT door de grafiek van fen de horizontale raaklijnen 
y=-15en y=-28,5 te tekenen. 


med vers enn vens 
GRAFIEK 3 GRAFIEK 4 
In de omgeving van A stijgt de grafiek. In de omgeving van A daalt de grafiek. 
In A gaat de grafiek over van bol naar hol. In A gaat de grafiek over van hol naar bol. 


ro + 0 - ORE o = 
A 
buigpunt buigpunt 


We zeggen dat de grafiek in het punt A(a, ‚f(a)) een buigpunt met horizontale buigraaklijn 
heeft, De grafiek ligt aan weerskanten van de buigraaklijn. 


Voorbeeld 


1 
We stellen het verloopschema op van de functie f(x) = 5 —X°+X-— 1 met de afgeleide 
functie. 
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Afgeleide functie: f'(x)=x?—2x+1 
Nulwaarden vanf”: f'(x) =0 
x*-2x+1=0 
(x-1)?=0 
x=1 
Verloopschema 
% | 1 
f'@) | + 0 + teken van tweedegraadsfunctie 
2 
fw) | At ar ACT: functiewaarden berekenen 
buigpunt 


We controleren het verloopschema met ICT door de grafiek van fen de horizontale 


buigraaklijn y= 5 te tekenen. 


45 


Onderzoek met de tekentabel van de afgeleide functie in welke intervallen de functie stijgt of 


daalt. Vul de tabel aan met pijltjes en benoem de merkwaardige punten van de grafiek. 


Hoofdstuk 4 


1 x —2 L5 4 
fw) > 0 + 0 + 0 _ 
£) fC2) £1,5) /() 

2 X —5 0 0,75 
f'@) + 0 + 0 — 0 + 
fo) Ee fG5) f(0) Een f(0,75) 
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3 x 11 4 1 
f'@) - 0 + 0 — 0 ni 
FO) | nn SCL) SA) Mie) 

4 x —2 1 3 
SC) + 0 — 0 — 0 — 
Se) fC2) fa) fG) 


46 5 


Onderzoek met behulp van de grafiek en de aangeduide punten met horizontale raaklijnen in 
welke intervallen de functie stijgt of daalt. Stel een tekentabel op van de afgeleide functie. 


xl 
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1 „63 
Gegeven is de functie f(x) = end +xi dx kr met dom f=[-3, 3]. 


Jy 


| 
| 
3 mm EE 
| 


Ta 
1 Uit de tekentabel van de afgeleide functie f'(x) = ri +4x® —8x kunnen we afleiden waar de 


functie f'stijgt of daalt. Vul de tekentabel aan met de pijltjes en de functiewaarden. Benoem de 
merkwaardige punten van de grafiek. 


x | —3 2 0 2 3 
Lo | TE 
zo | 0 


2 Duid aan op de grafiek. 
a In het groen de twee buigpunten en de buigraaklijnen in deze punten. 


b In het rood de top van de grafiek en de topraaklijn 
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Verbind elke omschrijving met één of meerdere gepaste functievoorschriften. 


a De grafiek heeft in (0, 0) een buigpunt met e fla)=x? 
horizontale raaklijn. * 
"fer 
b De grafiek heeft in (0, 0) geen horizontale raaklijn. _« «fx 
c De grafiek heeft in (O, 0) een minimum. . e foj=xt 
«fx 
d De grafiek heeft in (O0, 0) een maximum. . « fO-x 
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Stel het verloopschema op met de afgeleide functie. Controleer met ICT. 
1 fw) = 2x +6x? 
Afgeleide functie: 


Nulwaarden Vanf ne 


Verloopschema 
: 
ro 
| 


2 flw)=x +2? 
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3 f(x) =x*+8x°+18x? 


4 fa)=' +4 5 


41- Afgeleide functies  Woli/ nie! 


50 


Bepaal in elk merkwaardig punt een vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van de functie f. 


1 f@)=x*+x° 2-3 


2 fw)=r* 2x Ax+H4 
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Gegeven zijn de grafieken van de functie f(x) =—0,1x® +0,8 en van de afgeleide functie 
f'@)=-03x*. 


Lees op de grafiek de kenmerken van de functie f'af. Voer eventueel aanvullende berekeningen uit. 


1_ Snijpunt met de x-as. 


2 Snijpunt met de y-as. 


3 Buigpunt met horizontale buigraaklijn. 


4 De helling van de grafiek in het buigpunt. 


5 De helling van de grafiek in het snijpunt met de x-as. 


6 De x-waarden waar de helling van de grafiek —2,7 is. 
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7 Het interval waarin de functie dalend is. 


8 Het interval waarin de functie stijgend is. 


52) 


Gegeven zijn de grafieken van de functie f(x) = Er — zr ie +7 en van de afgeleide functie 


tjes 
Ek lar x 3’ 


Lees op de grafiek de kenmerken van de functie faf. Voer eventueel aanvullende berekeningen uit. 


1 Het minimum en het maximum van de functie. 


2 De helling van de grafiek in het snijpunt met de y-as. 


3 De x-waarden waar de helling van de grafiek 6 is. 


4 Het interval waarin de functie dalend is. 


5 Het interval waarin de functie stijgend is. 
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Extremumproblemen 


Bij heel wat praktische problemen die we met functies kunnen beschrijven, moeten we een 
maximum of een minimum van een functie opsporen. Dergelijke problemen noemen we 
extremumproblemen. 


Als we het functievoorschrift kennen, kunnen we de extreme waarden van de functie grafisch 
bepalen. Soms is het mogelijk om met de afgeleide functie de extreme waarden algebraïsch te 
berekenen. 


Voorbeeld 


Een fabrikant van zuigers voor benzinemotoren kan zijn wekelijkse winst berekenen met de 
formule: 


1 
W{n) == (n*— 30n°) W: winst (X 1000 euro) 
Ge n: aantal zuigers (X 1000) 


We onderzoeken bij welke productie de winst maximaal is. 


Grafische methode 


We tekenen de grafiek van de winstfunctie en bepalen het maximum van de functie. 
winst W(X 1000) 


12,5 
10 


0 10 20 aantal zuigers 7 (X 1000) 


De wekelijkse winst is maximaal bij een productie van 20 000 zuigers en bedraagt dan 12 500 euro. 


Algebraïsche methode 


We onderzoeken het verloop van de winstfunctie met de afgeleide functie. 


i i a le eaoree 
Afgeleide functie: W'(n)= met 607) of mot zon") }= zo er 6on) 
Nulwaarden van W*: _W’(n)=0 


1 
—— (3? 60n)=0 
320 


3n* —60n=0 

n° —20n=0 

n(n—20)=0 

n=0 of n—20=0 
n=20 


41- Afgeleide functies  Woliú nie! 


Verloopschema 
n 0 20 dom W = [0, +eo[ 
W'(n) 0 + 0 — teken van tweedegraadsfunctie 
W(n) 0 A 125 NQ ICT: functiewaarden berekenen 


De wekelijkse winst is maximaal bij een productie van 20 000 zuigers en bedraagt dan 12 500 euro. 


Merk op 


Het deel van het schema dat buiten het werkdomein van de functie W valt, wordt rood ingekleurd. 
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Een taartjesdoos wordt gevouwen uit een rechthoekig stuk karton van 50 cm bij 90 cm. Door zes 


gelijke vierkanten met zijde x cm weg te knippen, komen de zijflappen vrij. Het overblijvende deel 
vouwen we tot een doos met deksel. 


90 cm 


50 em 


Ek l EE L ed 


1 Welke waarden kan de insnijlengte x aannemen? 


2 Schrijf de afmetingen van de doos in functie van x. 


l= 1: lengte in cm 
b= b : breedte in cm 
h= h: hoogte in cm 
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3 Toon aan dat we het volume van de taartjesdoos kunnen berekenen met de formule 
V=3(x*—55x? +750x). 


VS nan 


4 Bereken de insnijlengte waarvoor het volume maximaal is. 


Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


5 Wat is het maximale volume in dm* van de taartjesdoos? 


6 Wat zijn dan de afmetingen in cm van de taartjesdoos? 


h= 
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7 Controleer de gevonden resultaten met de grafische methode. Noteer de venstervariabelen en 
de schaalaanduidingen op de x-as en de y-as. 


rain S= k Va” Vaa= 


54 
Een houthakker stelt vast dat de groeisnelheid van zijn sparren afhankelijk is van de onderlinge 
afstand tussen de sparren. Hij plant minstens 9 sparren per are. Met 9 sparren per are is de 


gemiddelde groeisnelheid 42 cm per jaar. Voor elke spar die meer wordt aangeplant, daalt de 
jaarlijkse groeisnelheid met 2 cm. 


1 Stel het aantal aangeplante sparren per are voor met x. Bepaal een functie f(x) die de 
opbrengst aan nieuw hout per jaar beschrijft. 


2 Bereken het ideaal aantal sparren per are zodat er een maximale opbrengst aan nieuw hout 
per jaar is. Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


3 Controleer het gevonden resultaat met de grafische methode. Noteer de venstervariabelen en 
de schaalaanduidingen op de x-as en de y-as. 
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55 | 


Een houten dwarsbalk buigt minder door als de balk op zijn smalste zijde ligt. Het 
bh’ 


weerstandsmoment W van een balk wordt bepaald met de formule W= 


Td 


Bepaal de afmetingen van de balk met de grootste doorsnede die uit een cilindrische boomstam 
met een diameter d van 30 cm kan worden gezaagd, zodat het weerstandsmoment van de balk 
maximaal is. Rond af op 0,1 cm. Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


Aanwijzing: schrijf eerst het weerstandsmoment als een functie van de breedte. 


262 


41- Afgeleide functies Hol / ne! 


| | Uitdagingen 


© 


Gegeven zijn de volgende grafieken en de bijbehorende hellingsgrafieken. 
Welke grafieken horen bij elkaar? 


zie pagina 342 
Gegeven zijn de functies f(x) =x°+ax+ben g(x) =-—x? + bx. Bepaal a en b zodat 


SG) =g B en f'G)=8'3). zie pagina 342 


Gegeven is de functie f(x) =x® +ax + b. Bepaal a en b zodat de grafiek van fen de 
grafiek van f’elkaar snijden in het punt P(2, 1). 
zie pagina 343 


Bepaal de hoek gevormd door de raaklijnen in de punten pn -) en ol = ;) 
van de grafiek van f(x) =x®—x*. Rond af op 1°. 

zie pagina 343 
Bepaal de waarde van a in de vergelijking y= x+ a van de raaklijn t aan de grafiek van 
de functie f(x) =x? + 32x +4. 

zie pagina 343 


1 à 
Voor welke waarden van a raakt de grafiek van de functie f(x) Zn +x*-3xtade 
x-as? 


zie pagina 344 
In welke punten van de grafiek van f(x) =x* —x+ 1 is de raaklijn t 
1_evenwijdig met de x-as? 
2 evenwijdig met de tweede deellijn d van het assenstelsel? 
3 evenwijdig met de rechte a > y= 2x — 3? 
4 evenwijdig met de rechte b > y=—4x +3? 
zie pagina 344 
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264 / 


s | Gegeven zijn de functies f(x) =x? — len g(x) =1—x?. 


8 


1 Bereken voor beide grafieken een vergelijking van de raaklijn in het punt (1, 0). 
Teken de raaklijnen. 

2 Teken met behulp van deze vergelijkingen de raaklijnen in het punt (1, 0) aan de 
grafiek van h(x) =|x*— 1]. 


3 Heeft de grafiek van # nog zo een merkwaardig punt waarin de raaklijn aan de 
linkerkant niet samenvalt met de raaklijn aan de rechterkant? Zo ja, geef de 
coördinaten van dit punt. 

zie pagina 345 


| De grafiek van de veeltermfunctie f heeft een raaklijn t evenwijdig met de rechte 


aoy=-3X+2. 

Omcirkel de mogelijke functievoorschriften. 

(A)f@)=2 (B)fW)=xt2 (Of@d)=x+2 (D)fW)=r +2 (B) fo) =x +2 
zie pagina 346 


® Uit het punt LE > 5) kunnen twee raaklijnen getrokken worden aan de grafiek van de 


functie f(x) =x°. Eén van deze raaklijnen heeft als raakpunt A(a, a°). 


41- Afgeleide functies Holme! 


1 Stel een formule op voor de rico van de raaklijn PR. 
2 Bepaal met de afgeleide functie f’de helling van de raaklijn PR. 


3 Bereken alle waarden van a die voldoen aan de vergelijking bekomen door de 
antwoorden op de vragen 1 en 2 aan elkaar gelijk te stellen. 


4 Bepaal de richtingscoëfficiënten van de twee raaklijnen t, en t, uit het punt P aan de 
grafiek van f: 


5 Berekenen de hoek tussen de raaklijnen. 


6 Teken de raaklijn 
zie pagina 347 


Op de tekening wordt een mechanisch onderdeel van een ambachtelijke machine 
afgebeeld. Er is echter iets mis gelopen met dit ontwerp! De punten A(—3, 4) en B(9, 13) 
zijn de bovenste raakpunten van de aandrijfriem aan twee wielen. Het plan vermeldt de 
functievoorschriften van de bovenste helften van de twee wielen. 


265 


shih: Afgeleiden van veeltermfuncties 
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1 Bereken de richtingscoëfficiënt van de aandrijfriem tussen A en B. 
2 Bereken met ICT de helling van de raaklijn in A aan de grafiek van f 


3 Bereken op dezelfde wijze de richtingscoëfficiënt van de raaklijn in B aan de grafiek 
van g. 


4 Welk wiel raakt niet aan de rechte AB? 


zie pagina 348 
Gegeven is de tekentabel van de functie fen van zijn afgeleide functie f”. 
x 4 2 
fx) = 0 + 0 + 
% 2 2 
ff’) + 0 — 0 + 
/@) 4 0 


1 Vul het verloopschema van faan. 


2 Teken de grafiek van fals de grafiek puntsymmetrisch is ten opzichte van het punt 
(0, 2). 


zie pagina 349 
Gegeven zijn de veeltermfuncties: 
1 flx)=x? 6x? -15x+20 2 fa)=x' +2 3 J=grr 
a Stel met de algebraïsche methode de tekentabel van fop. 
b Bereken de afgeleide functie f'. 
<_ Stel met de afgeleide functie het verloopschema van fop. 
d Teken de grafiek van f. 
zie pagina 350 


In een tropisch zwembad kunnen we vanaf een 12 meter hoge glijbaan in het golfslagbad 
plonsen. De glijbaan bestaat uit een doorzichtige koker die in één vlak kronkelt volgens 
de grafiek van de functie: 

ns 


Le EE 
bl ct Xx +6 met dom f= [8,29 ; 8,29 
fe) 81920 12800 320 fel | 


Bepaal de buigpunten met horizontale raaklijn van de glijbaan. Rond de coördinaten af 
op 2 decimalen. 
zie pagina 354 


41- Afgeleide functies  Kot/0iti) 


Een fabrikant vraagt een ontwerp te maken van een draadmodel van een balk met 
vierkant grondvlak. De opstaande ribben moeten verstevigd worden zodat voor deze 
draden een meerprijs van 5 eurocent per meter wordt aangerekend. De basisdraad 
kost 20 eurocent per meter en de totale kostprijs is 2 euro. Bepaal de afmetingen van 
het draadmodel met de grootste insluitruimte. Los dit extremumprobleem op met de 
algebraïsche methode. 


% 


1 Druk de insluitruimte V uit in functie van de zijde x van het grondvlak. 
2 Bepaal het werkdomein van V. 
3 Voor welke afmetingen is het volume maximaal? Rond af op 1 mm. 
4 Hoeveel is de maximale insluitruimte? Rond af op 1 dm*. 
zie pagina 356 


® In een discobal met een diameter van 50 cm zit een kegel ingesloten. Om een extra 
lichteffect te bekomen, moet het volume van de kegel zo groot mogelijk zijn. Wat is de 
hoogte Jh en de straal r van die ingeschreven kegel? Los dit extremumprobleem op met de 
algebraïsche methode. 


SN 
hed 


1 Stel een formule op voor het volume V van de kegel in functie van de hoogte h. 
2 Voor welke hoogte is de inhoud van de kegel maximaal? Rond af op 1 mm. 


3 Hoe groot is dan de straal van het grondvlak van de ingeschreven kegel? Rond af op 


1 mm. 
zie pagina 357 
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Uit een vierkant stuk karton met zijde 27 cm knippen we de helft van een achthoekig 
doopsuikerdoosje volgens het bouwplan in de figuur. De tweede helft is identiek aan de 
eerste helft, zij het een fractie groter: beide helften moeten we klemmend over elkaar 
kunnen schuiven. 


Voor welke x-waarde is de inhoud van het doosje maximaal? Bepaal de maximale 
inhoud, Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


zie pagina 359 
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f | Exploratie 


Raaklijnenconstructie 


Wiskundigen houden ervan meetkundige constructies uit te denken die uitvoerbaar zijn met 
passer en liniaal. 


Om de raaklijn te tekenen in een willekeurig punt van de grafiek van een functie f(x) =ax*® 
gaan we als volgt te werk. 

Kies een willekeurig punt Ax, ax®) op de grafiek van f. 

Projecteer A op de x-as en noem de projectie B. 

Spiegel B om de oorsprong O en noem het spiegelbeeld C. 

Spiegel de oorsprong O om C en noem het spiegelbeeld D. 

Construeer in D de loodlijn op de x-as die de grafiek snijdt in £. 

De rechte AZ is de raaklijn in A aan de grafiek van f. 


A en 


Deze raaklijnenconstructie kunnen we verklaren met de antwoorden op de volgende vragen. 
1 Bepaal de coördinaten van de punten B, C, Den E. 
2 Bereken de helling van de rechte AZ. 
3 Waarom raakt de rechte AZ aan de grafiek van de functie f(x) =ax®? 
zie pagina 361 
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| Afgeleiden van producten en machten 


| 4.2 


Db Afgeleiden van producten van veeltermfuncties 


Gegeven zijn de functies f(x) =x* en g(x) =x°. 


1 Bereken het product p (x) =f(x) : g(x). 


2 Bepaal het voorschrift van de afgeleide functies f’‚ g'en p'. 


3 Zijn de volgende beweringen juist? 


a pf) 8 


b p@)=8 ff) 82) 


Afgeleiden van productfuncties 


De functie p(x) =x? * (2x + 5) noemen we de productfunctie van de machtsfunctie f(x) =x* en de 
eerstegraadsfunctie g(x) = 2x +5. 


Productregel 


De afgeleide van een product van twee functies is de som van deze producten waarin telkens een 
functie vervangen wordt door haar afgeleide. 


D(f(x) « glx) = glx) - Df(X) + f(x) + Dg(x) 


De afgeleide in elk product schrijven we als laatste factor. 
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4.2- Afgeleiden van producten en machten _boloicbiilei! 


Voorbeelden 
We berekenen de afgeleiden met de productregel. 
D(x(2x+5)) =(2x+5)  D(x®) +x* + D(2x +5) 
=(2x+5)- 3x HKS 26 +15 +2 =S + 152? 
Dx? + 6)(2x+3))=(2x+3) + D(x* +6) +(x* +6) + D(2x+3) 
=(2x+3)- 2t(x?+6)- 2=4x  +OxH 2 +12 =6X + 6x+12 


Afgeleide van een product van drie functies 


Om de afgeleide te berekenen van de productfunctie p(x) =f(x) : g(x) : h(x) passen we de 
productregel tweemaal toe. 


Dp(x) =D(/W) - g) « hW)) 


=D) (g(x) A0) associatieve eigenschap 
=(g() - hw) DG) +2) + D(g&) « hl) productregel 
=g(x) « h(x) « Dx) +) - (h(x) « Dg (x) + g(x) - Dh(x)) productregel 
=g(x) : hx) : Df(x) +f(x) hx) - Dg(x) +f(x) - g(x) « Dh(x) distributieve eigenschap 


Voor de afgeleide van een product van drie functies geldt de volgende rekenregel: 


D(f(x) « glx) « h(x) = glx) « h(x) « Dfx) + f(x) « h(x) « Dg(x) + fx) - glx) « Dh(x) 


Voorbeeld 

We berekenen de afgeleide met de productregel. 

D((x+ IC+ 2(3x +4) =(+2)(Bx +4) « Dat 1) + (a+ ICS + 4) « DA +2) + (xt 1e + 2) « D(3x +4) 
=(3x*+4XHOXHS)- 1+(3X! HAHAHA): 14 (XP +2KHAH2) 3 
ZI HAKHOXHB HIK HAN HIK HAH IH OXI HO 
=9x*+26x+ 18 


: @ 


Bereken op twee manieren. 


1 _D(2dx+3)) = 


D(2xx+3)) = 


2 D(x(2x-5))= 


D(x(2x—5)) = 
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3 D(x(x*-3x-I))= 


D(-x(x°-3x-1))= 


4 _D(3x(2x°—2x+ 1) = 


D(3x (2x —2x+ I= 


3 
Bereken met de productregel. 
1_D((2x- 5)(3x- 1) = 


2 D(U —2x°(x°+3))= 


3 D(L -x°(1-2x°)) = 


4 D(«?—5x+ IC? +x+3))= 


4.2 - Afgeleiden van producten en machten _boloicbile! 
3 


Bereken met de productregel. 


1 Dax? —2)(x?-3)) = 


2 D((x+2)(x?+2)(x* +2) = 


s@ 


Er is een personeelslid in een bedrijf besmet met een virus, waardoor hij ziek is geworden. Deze 
ziekte is besmettelijk gedurende de periode die verloopt tussen de besmetting en het uitbreken 
van de eerste symptomen. 


Het gemiddelde percentage p van collega’s die na d dagen worden besmet, voldoet aan de formule 
p(d) = 0,005d(15 —d). 


1 Wat is de incubatietijd van deze ziekte? 


2 Wanneer is de ziekte het meest besmettelijk? 


Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 
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3 Hoeveel van de 680 personeelsleden kunnen op deze dag besmet worden? 
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4.2- Afgeleiden van producten en machten _boloicbile:! 


D Afgeleiden van machten van veeltermfuncties 


IE 


Gegeven is de functie f(x) =x'. 


1_Bereken de derdemacht px) =({(x))". 
2 Bepaal het voorschrift van de afgeleide functies fen p'. 


3 Zijn de volgende beweringen juist? 


a p=)" 


b_p'@)=3(/)""f"W) 


Afgeleiden van machten van functies 


De productfunctie p(x)=f(x) f(x) * f(x) noteren we korter als p(x) =(f(x)) tofp@) =f%). 
We noemen p de derdemachtsfunctie van f. 
Met de productregel kunnen we de rekenregel opstellen voor het berekenen van de afgeleide van de 
derdemachtsfunctie p: 
Dp(d) =D) 
=D(f@ 0-0) 
=d) FC)" DW) +) CD) + DF) +0 F0): Df() __ productregel 


=3 "f(X f(X): DE) gelijke termen optellen 
=3"f0): Df(x) gelijke factoren vermenigvuldigen 
Bijgevolg: Dfw)=3"f"(): D/&) pe) ="0) 
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Machtregel 
De afgeleide van f"(x) is n maal f"-'(x) maal de afgeleide van f(x). 
Df"(x) =n + f"'(x) * DfX) 


Voorbeelden 

We berekenen de afgeleiden met de machtregel. 
D(x+5)?=2"(X+5)!: D(x+5) =Ux+H5) : 1=Ux+5) 

D(4x+ 1)°=3" (dx+ 1? D(4x + 1) =3(4x+ 1)? 4= 12(4x+ 1)? 


7 
Bereken. 


1 D(x-5)'= 


2 D(x?-I)'= 
3 D(x*- 2)? = 

4 D(2- 3x)’ = 

5 D('-x°+3x)= 
6 Dx? +5x? +31) = 
7 Dx? +x°-9= 


8 D(9x*-x+5)'= 


4.2- Afgeleiden van producten en machten _boloicbleif 
8 


Bepaal de plaats van het punt P gelegen op een diagonaal zodat de oppervlakte van de 
ingekleurde figuur minimaal is. Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 
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9 


Van een vierkant stuk karton van 9 m? wordt een open doos gevouwen. Bepaal de afmetingen van 
de doos met de grootste inhoud. Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


af 


1_Stel een formule op voor de inhoud V van de doos in functie van de hoogte h. 


h 


2 Welke waarden kan de hoogte van de doos aannemen? 


3 Voor welke afmetingen is de inhoud van de doos maximaal? 


4.2 - Afgeleiden van producten en machten _boloicbiie:! 


4 Wat is de maximale inhoud van de doos? 
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| Uitdagingen 


1 | Bereken. 


1_D((x?—4(2x*— IC +2) 
2 D((3x*- 2x +x+ 1x? —-x+1)) 


3 D(5(x+3)(x-2)) 


& 


D(x(2x + I)(x*—2)) 


u 


D((3x + 1)(4—x)(5x— 2)) 
zie pagina 362 
@ Bepaal de plaats van het punt P gelegen op een middellijn zodat de oppervlakte van 


de ingekleurde figuur minimaal is. Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche 
methode. 


zie pagina 363 


Een doos met een vierkante bodem is op de volgende wijze met een touw van 24 cm 
ingesnoerd. Bepaal de afmetingen van de doos waarvoor de inhoud maximaal is. 
Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


z 
1 Stel een formule op voor de inhoud V van de doos in functie van de zijde z. 
2 Welke waarde kan de zijde van de doos aannemen? 
3 Voor welke afmetingen is de inhoud van de doos maximaal? 


4 Wat is de maximale inhoud van de doos? 


zie pagina 364 


4.2- Afgeleiden van producten en machten _Woloicbeil 


In een sportstadion wordt een voetbalveld met daarrond een 400 meter lange 
atletiekpiste aangelegd. Het grasveld bestaat uit een rechthoek met twee halve cirkels. 
Bepaal de afmetingen van de rechthoek waarvoor de oppervlakte maximaal is. Los dit 
extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


ke 


1 Stel een formule op voor de oppervlakte A van de rechthoek in functie van de straal r. 

2 Welke waarden kan r aannemen? 

3 Voor welke afmetingen van de rechthoek is de oppervlakte maximaal? 
i i i 2 

4 Wat is de maximale oppervlakte van het grasveld in are? zie pagina 365 


Gegeven is een gelijkbenige driehoek met basis b en hoogte A. Bepaal de plaats van het 
punt P gelegen op de basis zodat de oppervlakte van de ingekleurde rechthoek maximaal 
is, Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


EE 


b 
zie pagina 367 
Bereken. 
1_D(x+(x+ 10)°) 3 D(x*(2x-1)°) 
2 _D(x(x+10)) 4 D(U +2) (1-x)?) 
zie pagina 368 


Gegeven is p(x) =f(x) : g(x). 
Toon met de formule van de afgeleide functie aan dat p'(x) =g(x) f'(x) +f(x) : g(x). 


zie pagina 369 


281 


Trefwoorden 
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Afgelegde weg en snelheid 225 
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Oplossingen otd | 


8) Uitdagingen van pagina 17 


1) De grafiek van een machtsfunctie f(x) =ax” gaat door de punten P(—1,—4) en Q(2, 32). 


Bereken de coëfficiënt a en de exponent 7 van deze machtsfunctie. 


1 1 1 
Gegeven zijn de machtsfuncties f(x) = ze g(x) = DEE en h(x) = 5e 


1 Een verticale rechte gaat door het punt met coördinaten 
grafieken van f, gen hin de punten A, B en C. 
Welk punt ligt het laagst? En welk punt het hoogst? 


2 Een verticale rechte gaat door het punt met coördinaten 
grafieken van f, gen hin de punten A\, B'en C. 
Welk punt ligt het laagst? En welk punt het hoogst? 


3 Een verticale rechte gaat door het punt met coördinaten 
grafieken van f, gen / in de punten A”, B'en C”. 
Welk punt ligt het laagst? En welk punt het hoogst? 


terug naar pagina 17 


(Go en snijdt de 
2 


(oen snijdt de 


(-1, 0) en snijdt de 


terug naar pagina 17 


ee) Uiedagingen 


| Ed | Uitdagingen van pagina 42 tot 49 


Draaien we een ellips om een symmetrieas, dan ontstaat een ruimtelijk lichaam dat we 
ellipsoïde noemen. De inhoud van een ellipsoïde berekenen we met de formule 


V=indb 
Sr . 


Bepaal voor de ellipsoïde een functievoorschrift dat de inhoud beschrijft in functie van 
a of ben geef de specifieke benaming van de functie. 


1_De diameter b is gelijk aan 6 cm. 


2 De diameter a is gelijk aan 6 cm. 


3 De diameter b is tweemaal zo groot als de diameter a. 


4 De diameters a en b zijn gelijk. Welk lichaam verkrijgen we in dit geval? 


terug naar pagina 42 
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Oplossingen fuit 


Gegeven is de derdegraadsfunctie f(x) =x° + p. Voor welke waarden van p gaat de 
grafiek van deze functie door de hoekpunten van de ster? Controleer de rekenresultaten 
met ICT. 


1 _Hoekpunt (3,0) 


2 Hoekpunt (1, 1) 


3 Hoekpunt (0,3) 


4 Hoekpunt (—1, 1) 


5 Hoekpunt (-3,0) 


6 Hoekpunt (—1,-1) 


7 _Hoekpunt (0, -3) 


8 Hoekpunt (1,1) 


terug naar pagina 42 
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ages! Uitdagingen 


Tijdens de beklimming van een steile bergwand observeren twee alpinisten eenzelfde 
berg vanuit vier standplaatsen. Het profiel van de geobserveerde bergtop is afgebeeld 
met de grafieken van hogeregraadsfuncties. De oorsprong van elk assenstelsel ligt 
op dezelfde hoogte als een standplaats van de alpinisten. De afstanden x en y zijn 
uitgedrukt in meter. 


288, 


Oplossingen ‘sich! 


Standplaats 1: f(x) =-—0,0000005x* + 0,000008x° + 0,003x?° + 0,26x + 300 
Standplaats 2: f(x) =—0,0000005x* + 0,000008x® + 0,003x? + 0,26x — 48 
Standplaats 3: f(x) =-0,0000005x* + 0,000008x* + 0,003x? + 0,26x + 25 
Standplaats 4: f(x) =—0,0000005x* + 0,000008x® + 0,003x® + 0,26x — 142 


1 Waar is de klimroute tussen standplaats 1 en standplaats 4 dalend? 


2 Wat zijn de verschillen tussen de vier functievoorschriften die het bergprofiel 
beschrijven? 


3 Wat is het hoogteverschil tussen standplaats 1 en standplaats 4? 


terug naar pagina 43 


Een cilinder met straal ren hoogte / is ingeschreven in een kegel. De diameter van het 
grondvlak van de kegel is 8 cm en de hoogte is 12 cm. 


8 


1 Druk de hoogte 4 van de cilinder uit in functie van de straal r. 


| 


290, 


vondst Uiedagingen 


2 Stel een functievoorschrift op dat het volume van de cilinder uitdrukt in functie 


van r. 


3 Bepaal de graad en de specifieke benaming van de veeltermfunctie. 


terug naar pagina 44 


Bepaal het domein en het bereik van de functie. 


1 „| 2 ui 3 y/ 
1 1 
+ + ij + + 
0 Ed o 1d 0 1e 
4 jl 5 y 6 y/ 
1 1 1 
+ + + 
0 ee 0 ne 0 IS 


terug naar pagina 44 


Oplossingen ‘sich! 


Ĳ 


Van een functie f zijn het domein en het bereik gegeven. 
Teken de grafiek als we weten dat deze grafiek een deel is van een stijgende rechte. 


1 Hesi 2 y Í 
T Lt | 
+ | 
EEE Gs! % 
dom f=[—1, 3] dom f= 1-4, 1[ 
ber. f=[-2, 2] ber f=|-3, 2[ 
Teken de grafiek als we weten dat deze grafiek een deel is van een dalende rechte. 
3 AE 4 [1] / | 
EN ete NE e 
1 a | + HH 4. 
L | 
of 1 [2 Li o | x 
bedek | | | 
| | | 
— ! } L | = 1 
dom f=]-3, 3] dom f=[-4, 2[ 
ber f=[-3, 2[ ber.f=}-3, 1] terug naar pagina 45 


Een blikje cola heeft een temperatuur van 5 °C als het uit de ijskast wordt genomen. De 
opwarming van het blikje gebeurt gelijkmatig tot 20 °C kamertemperatuur. 


1 Duid op de grafiek het deel aan dat past bij de beschrijving. 


temperatuur 7'(°C) 


Í 
í 
Í 
L 


L 
10+ Jd 
| | 
0 I 
| L 


sense EE 


[ 
[ 
| 
: 
Í 
Í 


tijd (min) 


| 

TI 

[ 

| 
zj 


2 Wat is de gemiddelde temperatuurstijging per minuut? 


3 Bepaal het functievoorschrift en het werkdomein. 


terug naar pagina 45 


ons| Uiedagingen 


| Een blok ijs met afmetingen 20 X 30 X 40 cm heeft een groter volume dan een bol ijs 
met een diameter van 30 cm. Elke minuut smelt aan elke kant 1 cm ijs weg. Het volume 
van het blok en de bol ijs in functie van de tijd kunnen we beschrijven met de formules 
Vi = (20 — 24)(30 — 24)(40 — 24) V: volume in cm° 
t: tijd in min 
Vaj=zr05 —o 


1 Bereken het volume van het blok en de bol gedurende de eerste 12 minuten. 
Vul de tabel aan op 1 cm * nauwkeurig. 


0 


_ 


ofolajaljals|elr 


_= 
e 


_ 
jan 


12 


2 Na hoeveel minuten is het volume van de bol groter dan het volume van het blok? 


3 Na hoeveel minuten is het blok ijs volledig gesmolten? 
En de bol? 
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Oplossingen otd | 


4 Hoe groot is de diameter van de bol op het ogenblik dat het blok volledig gesmolten is? 


terug naar pagina 46 


(9 | Het verbrandingsproces van een kaars verloopt volgens de formule : = 20 — 0,24? 
waarin {de tijd in uren voorstelt en 4 de hoogte van de kaars in cm. Na hoeveel tijd is 
de hoogte van deze kaars gehalveerd? 


terug naar pagina 46 


® Janne en Ward nemen deel aan een trektocht van 20 km. Janne stapt aan een 


constante snelheid van 4 km per uur. De tussentijden van Ward, geregistreerd door de 
controleposten, voldoen aan de formule 


s- Lut - 1624° + 4871? + 184) s: afstand in km 
120 t: tijd in uur 

1 Teken met ICT de afstand-tijdgrafieken van Janne en Ward. 
Stel het kijkvenster in als volgt: x= 0 Ka =O 


He ed 
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Hoofdstuk 1 Uitdagingen 


2 Wanneer haalt Ward Janne voor de eerste keer in? 
Hoeveel kilometer hebben ze dan afgelegd? 


3 Wie komt als eerste aan? 


‘terug naar pagina 47 


® Witte Veder schiet met pijl en boog naar een overvliegende arend. De vlucht van de 
arend kunnen we beschrijven met de formule / = 0,00001s® + 0,085 + 5. De baan van de 
pijl voldoet aan de formule A =—0,0032s® +0,368s + 1,92, In beide formules stelt s de 
horizontale afstand in meter voor en / de bijbehorende hoogte eveneens in meter. 


1 Stel de vlucht van de arend en de baan van de pijl grafisch voor in het assenstelsel. 


hoogte ‚(m) 


m 
m 
ml 
m 
k 
dk 


0 10 horizontale afstand s (m) 


2 Waarom heeft Witte Veder twee kansen om de arend te treffen? 


3 Op welke hoogte kan de arend getroffen worden door de pijl? 


terug naar pagina 47 


Teken de grafiek van de functie f‚ 


1 fa) = 


2 soe 


A2 als x<0 
-2x+l als O<sx<2 
0,5x-2 als x>2 


(£+3)° +4 als x<0 
(£-3) +4 als x>0 


Oplossingen ef 
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sees! Uitdagingen 


Simon en Lukas deden mee aan een halve triatlon: 3 km zwemmen, 75 km fietsen en 
24 km lopen. In de tabel lezen we hun gemiddelde snelheid af over elke discipline. 


zwemmen fietsen lopen 


Simon 3 km/h 30 km/h 12 km/h 


Lukas 4 km/h 25 km/h 16 km/h 


1 Stel de prestatie van Simon en van Lukas voor met een grafiek die uit drie 
aaneensluitende lijnstukken bestaat. 


2 Wie bereikte als eerste de finish? 
3 Hoe groot was de voorsprong? 


4 Welke betekenis hebben de snijpunten van beide grafieken? 


296 , 


Oplossingen otd | 


5 Wie lag aan de leiding na 4 uur? 


6 Wat is de gemiddelde snelheid van Simon en van Lukas over deze halve triatlon? 


7 Noteer het drievoudig voorschrift dat het koersverloop weergeeft van Simon. 
De richtingscoëfficiënt van elk lijnstuk komt overeen met de bijbehorende snelheid. 
De vergelijking van de rechten kunnen we opstellen met de formule voor punt en 
rico: y— y,=alX—x,). 


terug naar pagina 48 
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Hoofdstuk 1 Uitdagingen 


debiet d (l/min) 
50 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 
tijd £ (s) 


opendraaien? 


2 Wat is het debiet van deze tuinslang? 


een constante functie. Stel het voorschrift op. 


4 Controleer het voorschrift met ICT. 


Het debiet van een tuinslang is weergegeven met de volgende grafiek. 


1_In hoeveel seconden kunnen we de sproeikop van de tuinslang volledig 


3 Het tweevoudig voorschrift van deze grafiek bestaat uit een tweedegraadsfunctie en 


terug naar pagina 49 


5 | Uitdagingen van pagina 103 tot 107 


Oplossingen  WikinaeÂ 


We knippen aan de vier hoeken van een rechthoekig stuk karton van 30 cm bij 50 cm 
vier gelijke vierkanten met zijde x cm weg. Het overblijvende deel vouwen we tot een 


doos zonder deksel. 
50 cm 


k 


1 


1 De lengte /, breedte ben hoogte / van de doos zijn functies van x. 
Noteer deze functies met de formulenotatie. 


2 Schrijf het volume van de doos als een functie van x. Noem de functie f en vul het 
functievoorschrift aan met het werkdomein. 


3 Waarom is het getal 15 geen nulwaarde van f? 


terug naar pagina 103 
Bij het wegontwerp van een autosnelweg wordt de bestaande helling van de bodem 
langs de aan te leggen weg beschreven met de functie w{x) =—0,1x* + 0,5x* — 0,3 in 
de sectie [—2,25 ; 2,25). De wegas valt samen met de x-as en de eenheid op de x-as en 
de y-as komt overeen met 100 meter. 


1 Teken met ICT de grafiek. 


299 


Dh Uitdagingen 


2 Hoeveel stroken grond moeten er in de beschreven sectie afgegraven worden om de 
ontworpen rijweg aan te leggen? 


3 Hoe lang zijn de af te graven stroken? 


4 Wat is de lengte van het aan te leggen viaduct boven de vallei? 


5 Hoe hoog is de middelste pijler van het viaduct, gemeten vanaf de grond tot het 
wegdek? 


terug naar pagina 103 


Het IBAN-nummer (International Bank Account Number) van een bankrekening bestaat 
uit een landcode van twee letters, een controlenummer van twee cijfers gevolgd door het 
nationaal rekeningnummer van 12 cijfers. De eerste drie cijfers van dit nummer duiden 
de bank aan, de volgende groep van zeven cijfers is het persoonlijk nummer van de klant 
en de laatste twee cijfers vormen het controlegetal. 


controlegetal 


BE 28 0010 5748 2579 
landcode Ei T persoonlijk nummer 


controlenummer bank 


Het controlegetal is de rest van een deling. Het deeltal bestaat uit de eerste 10 cijfers van 
het nationaal rekeningnummer en de deler is altijd 97. We controleren de juistheid van 
het rekeningnummer 001057482579. 
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Oplossingen Welch ei 


10574825 =97 + 109018 +79 


10574825 
—97 


874 
—873 


182 

=97. 
855 
—=776 
gi) 


957. 
109018 


1 Vul het IBAN-nummer aan met het controlegetal van het rekeningnummer. 


a BE75 0010 1234 56 


1000230455716) 


b_BE91 0010 9876 54 


10987654 


2 Reken het controlegetal van je eigen rekeningnummer na. Als de rest 0 is, wordt 97 als 


controlegetal gebruikt. 


terug naar pagina 104 
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otd) Uiedagingen 


Bepaal het quotiënt en de rest van de deling. Schrijf het verband tussen deeltal, deler, 
quotiënt en rest. 


1 (2x*+x?+1): (4x? +5) 


2 (rear) aren 


terug naar pagina 104 
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Oplossingen Welch ei 


We ontbinden de veelterm x° +x7 +x° + tat? xt 1 in twee factoren. 
Als de ene factor x° +x + 1 is, dan is de tweede factor 


(A) x°+1 (B) x*+x°+1 (C) xf4xtrx?r1 
(CP a pe ln en vl (IIP ede A ee ee 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 104 


6 | Als x?*—x— 1 een deler is van ax* + bx” + 1, dan is b gelijk aan 


(A) 2 (B) 1 (c) 0 (D) 1 (E) 2 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 


terug naar pagina 105 
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Dh Uitdagingen 


Bepaal p zodat de deling (2x° +7x° + px+3) : (2x° +x+ 1) opgaat. 


terug naar pagina 105 
3 | Als x* + 4x* + 6px? + 4gx + r deelbaar is door x° + 3x? + 9x + 3 dan is p + (q + r) gelijk aan 


(A) 12 (B) 15 (©) 18 (D) 21 


Ingangsexamen arts 


terug naar pagina 105 


Oplossingen Welch ei 


Bepaal p zodat de delingen (x° — 2x? — 2px +3): (x— 2) en (x° + 3x? — px +5): (x+ 2) 
dezelfde rest hebben. 


terug naar pagina 105 


® Bepaal p en q zodat de veelterm D(x) =x" +px* + qx+p deelbaar is door x — 3 en 
door x+ 2. 


terug naar pagina 105 
® Bepaal p zodat de deling (x° — 4px + 2p°) : (x — 2) een rest gelijk aan p heeft. 


terug naar pagina 105 
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Kenmerken van deelbaarheid door x— 1 en door x+ 1. 


1_ Onder welke voorwaarde voor de coëfficiënten is de veelterm 
D(x)=ax? + bx? +ex+d deelbaar door x— 1? 


2 Onder welke voorwaarde voor de coëfficiënten is de veelterm 
D(x)=ax® + bx +ex+d deelbaar door x+ 1? 


3 Gegeven zijn de veeltermen: 


Dx) =3x*—2x* 4x +1 D(@)=x* 5x +5 
D‚(x)=4x*— 5x +2 D‚(x)=-3x*—2x°—1 
D= xt 1 D()=x 2x txt 2 


Welke veeltermen zijn deelbaar door x — 1? Door x+ 1? Door x— 1 en door x + 1? 


terug naar pagina 105 


We onderzoeken het kenmerk van deelbaarheid door (x— a) (x—b). 
Gegeven is de veelterm D(x)=x" —x°+7x° —7. 


1 Toon aan dat D(x) deelbaar is door x— 1 en door x+ 1. 
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Oplossingen Welch ei 


2 Toon aan dat D(x) deelbaar is door het product (x— 1) (x+ 1). 


3 Vervolledig het kenmerk van deelbaarheid door (x— a) (x— b). 


Een veelterm D(x) is deelbaar door (x — a) (x — b) met a # bals 


4 Toon aan dat D(x)=x°+x* —6x*+3x? +3x— 18 deelbaar is door (x— 2)(x+ 3) zonder 
de deling uit te voeren. 


terug naar pagina 106 


Toon aan dat de veelterm D(x) = 3x* — 8x* —x+ 10 deelbaar is door x? —x— 2 zonder de 
deling uit te voeren. 


terug naar pagina 106 
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Gh Uitdagingen 


JCI) =6. 


Los op zonder ICT. 
1 x(x-2)-(£—2)=0 


2 (£+3)(x-4)-(x+3) =0 


3 (X-2)(£—4)}-(x-2)=0 


Bepaal het voorschrift van een derdegraadsfunctie met nulwaarden 0, 2,2 en waarbij 


terug naar pagina 106 


Oplossingen ots | 


4 xt l=0 


5 xr 50 


6 x°- 3x +2? 6x=0 


7 3 Br? 5x 6=0 


309 


Dh Uitdagingen 


8 x° +3 HIK 4=0 


terug naar pagina 106 


De functie f(x) =x* — 14x* + 68x° — 136x + 96 heeft een dubbele nulwaarde 2, Bepaal 
zonder ICT alle nulwaarden. 


‘terug naar pagina 106 


310 


Oplossingen Welch ei 


® Gegeven is de vergelijking 18x° — 15x* —x+2=0. 


1 Waarom kunnen we deze vergelijking niet oplossen met deling door x — a waarbij a 
een geheel getal is? 


2 Bereken met ICT de oplossingen. 


terug naar pagina 106 


De lengte en de breedte van een balk is 10 cm. Als we de drie afmetingen van de balk 
vermeerderen met zijn hoogte h, dan wordt het volume 4,5-maal groter. 


h+h 


EN 


lo 10+h 
10 10+h 


1 Wat is het volume V, van de kleine balk in functie van de hoogte h? 


2 Wat is het volume V, van de grote balk in functie van de hoogte 4? 


3 Stel met het verband tussen de twee volumen een vergelijking in 4 op. 
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Dh Uitdagingen 


4 Bereken de oorspronkelijke hoogte / van de balk. 


terug naar pagina 107 
Voor welke waarden van p heeft de functie f(x) =x® + 4px drie nulwaarden? 


(A) p<-1 (B) p<0 (©) p<l 
(D) ps-1 (E) pS<0 (F) pSl 


terug naar pagina 107 


Voor welke waarde van p heeft de functie f(x) =x°* + px” + 9x slechts één nulwaarde? 


terug naar pagina 107 


Oplossingen ots | 


De grafiek van de functie f(x) =—0,25x* + 2x? — 4 benadert de vorm van een kabel die 
opgehangen is tussen drie katrollen. 


1 Teken met ICT de grafiek. 


2 Wat is de afstand tussen de twee bovenste katrollen als de eenheid op de assen 10 cm 
is? 


terug naar pagina 107 
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314) 


5 | Uitdagingen van pagina 141 tot 143 


1 | Stel het verloopschema op. 
1 flo) =4x(10—x)(6—x) 


2 flx)=3X° — 5x + 60x— 35 


3 f(x) =25X — 800 000x + 12 345 


4 f(x) =100x2—10x° 


terug naar pagina 141 


Oplossingen Welch ei 


Je hebt een goed geheugen nodig om een vreemde taal te leren. Een experiment op 


studenten die een cursus Japans volgen, leert ons dat woorden uit het hoofd leren sterk 
afhankelijk is van de studietijd. De doorsnee-student voldoet aan de formule: 


di | 
w(t)= oa + EL w: aantal woorden per minuut t: studietijd in minuten 


1 Wanneer is het verzadigingsmoment voor deze doorsnee-student bereikt? 


2 Stel het stijgen en dalen van w schematisch voor. 


3 Wanneer memoriseert hij de meeste woorden per minuut? 


4 Hoeveel woorden zijn dat? 


terug naar pagina 141 


Bepaal de plaats van het punt P zodat de som van de volumes van de ingekleurde 
kubussen minimaal is. 


terug naar pagina 141 
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Stel met de algebraïsche methode de tekentabel op. 
1 fx) =xlx+ 2) 


2 en en 


316 


3 flo) =S A +116 


Oplossingen ots | 


317 


otd Uiedagingen 


4 flx)= 122 +35 


5 fa)=x-8 


318 


1 E 
6 fw)=—r tr? 
fe) EA 


Oplossingen ots | 


terug naar pagina 141 
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Ghis Uitdagingen 


functie slechts één tekenverandering in het tekenverloop? 


Los op met ICT en stel de oplossing voor op een getallenas. 


1 fa)=+1l en gl@)=2 


2 fa)=x-2tl en gg) =x+3 


Op de schermafdruk zien we enkele grafieken van de functie f(x) = (x— 2)(x* — 5x + p) 
voor verschillende waarden van de variabele p. Voor welke waarden van p heeft de 


terug naar pagina 142 


6 | Voor welke waarden van x ligt de grafiek van f boven de grafiek van g? 


Oplossingen Welch ei 


3 f@)= en glr)=+4 


4 fd) =100x*—102* en __g(x)=1000 


terug naar pagina 142 


Los de ongelijkheid op met ICT. Bedenk dat beide leden van de ongelijkheid een functie 
bepalen (zie ook uitdaging 6). Stel de oplossing voor met intervallen. 


1 2 +1 


26 


3 4 +20x> +5 
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terug naar pagina 142 


8 | Een Belgisch bedrijf dat gespecialiseerd is in de productie van ledverlichting, ontdekt na 
zorgvuldig onderzoek dat er een merkwaardig verband bestaat tussen de verkoopprijs p 
van een bepaald type lamp en de winst w die de firma jaarlijks maakt. 


w(p) =—0,0007p* + 0,043p* — 0,8047p* + 5,526p — 15 


w: winst in miljoen euro 
p: prijs van een ledlamp in euro 


1 Wat is de jaarlijkse winst als de prijs van de ledlamp 25 euro bedraagt? 


2 Voor welke prijs is de winst maximaal? 


3 Hoeveel bedraagt de maximale winst? 


4 Het bedrijf stelt dat de jaarlijkse winst minimaal 10 miljoen euro moet bedragen. 
Schrijf met een ongelijkheid alle mogelijke prijzen van een ledlamp. 
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Oplossingen Wilca ei 


5 Hoe groot is de winst of het verlies als het bedrijf, bij wijze van reclamestunt, twee 
lampen voor de prijs van één zou verkopen? 


terug naar pagina 142 


| Nadat er een ringweg verder doorgetrokken was, kwamen er heel wat klachten over 
geluidshinder van de omwonenden. De statistische dienst van het Vlaams departement 
van Openbare Werken voerde daarom metingen uit naar de verkeersdrukte. Uit 
de metingen blijkt dat het debiet van het verkeer over een viaduct op deze weg te 
omschrijven is met de formule w=—0,02£ +0,32£° + 3,841 + 5. Hierin stelt w het aantal 
wagens per minuut voor en { de uuraanduiding. 


1 Wat is de verkeersdrukte om 24 uur? 


2 Wanneer doet zich een verkeerspiek voor? 


Hoeveel wagens per minuut tellen we dan? 


3 Wanneer heeft het viaduct een debiet van meer dan 50 wagens per minuut? 


terug naar pagina 143 
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® Cas wil een plantenbak plooien uit een zinken plaat van 70 x 100 cm. Daarvoor knipt 
ze op de vier hoeken van de plaat een vierkant met zijde x weg, plooit de vrijgekomen 
zijwanden naar boven en soldeert de naden dicht. 


ede ° O3 


1 Stel een formule op voor de inhoud van de plantenbak in functie van de zijde x. 


2 Voor welke x kan de bak minimum 40 liter potaarde bevatten? Welke ongelijkheid 
moeten we oplossen zodat x uitgedrukt is in cm? Los op met ICT, 


3 Voor welke waarde van x heeft de plantenbak de grootste inhoud? 
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Oplossingen ots | 


4 Wat zijn de afmetingen van de bloembak met de grootste inhoud? 


5 Hoeveel liter teelaarde kan deze bloembak bevatten? 


terug naar pagina 143 
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(5 | Uitdagingen van pagina 184 tot 189 


Verbind elke grafiek met het bijbehorende toenamediagram. 


ER HEE 
EE HEER | 


terug naar pagina 184 


Teken bij de formule een toenamediagram met stapgrootte 1 over het interval 
nn 
1 f=18c+32 2 Vagnr 
f: temperatuur in graden Fahrenheit V: volume bol in cm* 
c: temperatuur in graden Celcius r: straal bol in cm 
Afl AV 


2 T T 400 


3004 


0, 6]. 


3 s=5t? 4 


s: afgelegde weg in meter 
t tijd in seconden 


Oplossingen _Wiltchans 


h=17,5n 


h: hoogte van een trede in cm 
n: aantal treden van een trap 


a 


15 


10 


| 
| 
| 
Í Ï 
| 
Í 
| 


| 

| 

| 

| 

0% 1 2 3 4 Gao 2 
terug naar pagina 184 


De grootste man ter wereld was Robert Pershing Wadlow, geboren in 1918. Op achtjarige 
leeftijd was hij 1,83 m groot en woog hij 77 kg. De toename van zijn lengte en massa 


lezen we af in de toenamediagrammen. 


toename lengte (cm) 
12 


10 10 


8 8 8 8 
8. 7 fe 
6 
6 5 5 
4 4 5 4 
k | l | 
5 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
leeftijd 
toename massa (kg) 
100- 
80 75 
60. 
kit 24 
21 21 
20 13 
5 5 
0. 
-20- 
4 24 
40 27 


9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
leeftijd 


O 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
leeftijd (jaar) 


1 Teken de bijbehorende grafieken waarop we de lengte en de massa van Robert 


kunnen aflezen. 


2 Hoe groot was Robert op zijn 22e verjaardag? Hoeveel woog hij toen? 
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3 In welk jaar groeide hij het snelst? 


4 Robert kreeg voor hij twintig werd een zware griep en een infectie aan zijn voet. 
Hierdoor viel hij sterk af. In welk jaar was dit? 


5 Hoeveel woog hij toen en wat was zijn lichaamslengte? 


terug naar pagina 185 


Het is niet zo makkelijk om een bal onder water te duwen en zeker niet om hem daar 
te houden. Laten we de bal onder water los, dan schiet hij omhoog en springt soms een 
heel eind boven het wateroppervlak. We duwen langzaam een bal, met diameter d, een 
afstand x onder het wateroppervlak. 


lucht 
water 
d 
x 


Welk toenamediagram behoort bij de toename van het volume W van de bal, dat onder 
water zit? 


AW AW 


aw 
| ok : x | | 
% 7 07 E 
(A) (B) (Cc) 


terug naar pagina 186 


Gegeven zijn de functies f(x) = 15x +5 en g(x) =x? — 3x — 1. Bepaal met ICT een interval 
met stapgrootte Ax= 2 waarover de differentiequotiënten van de twee functies gelijk 
zijn. 


Oplossingen _Wilchans 


terug naar pagina 186 


Tot voor het jaar 1962 waren binnenschippers, omwille van de talrijke sluizen, ongeveer 
twee dagen onderweg om via het kanaal Brussel-Charleroi hun bestemming te bereiken. 
Om dit traject met een hoogteverschil van 68 m te overbruggen, bouwde men te 
Ronquières een hellend vlak waarop twee reusachtige waterbakken over rails omhoog en 
omlaag rijden. Sinds 1968 kunnen schepen met een laadvermogen tot 1350 ton in de tijd 
van drie kwartier de helling nemen in één van deze waterbakken. Het hellend vlak van 
sluisdeur tot sluisdeur meet 1432 m. 


1 Maak een schets van de profieldoorsnede van het hellend vlak. 
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Hoofdstuk 3 RUIKT 


2 Bereken de horizontale afstand die door het hellend vlak overbrugd wordt. 


3 Bepaal de helling en de hellingshoek van het hellend vlak van Ronquières. 


terug naar pagina 186 


Gegeven is de functie f(x) =0,25x® —0,75x + 1,5. 


1 Bereken de gemiddelde helling van de grafiek over de intervallen [—5, —3], [-3, —1], 
[-1, 1], [1,3] en [3, 5). 


2 Bepaal drie intervallen waarover de gemiddelde helling nul is. 


terug naar pagina 187 
5 | Gegeven zijn de functies f(x) =x? — 3x en g(x) =—x* +2. 


1 Bepaal de helling van de rechte die door de snijpunten A en B van de grafieken van de 
functies fen g gaat. 


Oplossingen _Wilchans 


2 Bereken de hellingshoek van deze rechte. 


3 Bepaal een vergelijking van de rechte AB. 


terug naar pagina 187 


Een fietser en een automobilist rijden langs dezelfde weg. De fietser wordt door de 
chauffeur aangereden. Het hele gebeuren is op de grafiek vastgelegd. 


afstand s (m) í 


o 200 300 325 _ tijd (s) 


1 Wanneer wordt de fietser aangereden? Hoe zien we dat op de grafiek? 


2 Het ongeval loopt goed af. Waaraan zien we dat? 


Wie vervolgt eerst zijn weg? 
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3 Bereken de gemiddelde snelheid in km/h van de fietser en van de automobilist tot op 
het moment van de aanrijding. 


4 Aan welke gemiddelde snelheid moet de fietser over de resterende 3,5 km rijden om 
de verloren tijd in te halen? 


terug naar pagina 187 
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® Bram en Elise zijn klasgenoten en fietsen samen 60 km langs de Belgische kust. Elise 
fietst met een constante snelheid, Bram fietst eerder onregelmatig. Ze vertrekken samen 
aan het Zwin in Knokke en spreken af dat wie eerst het natuurreservaat de Westhoek in 
De Panne bereikt, blijft wachten. De grafiek toont hoe Bram en Elise dit traject afleggen. 


OFI, MIJN PORTEFEUILLE 
ONDERWEG VERLOREN... 


DAG ELISE, 
IK VERTREK ALWEER... 
JE HAALT ME WELIN! 


IK WACHT WEL 
KROEG OVER DE, 


EE, EVEN EEN EE: 
ACHTERSTAND 
WEGWERKEN nt 


EERST EVEN 
FIKS DOORRIJDEN EN WE: MO TI 
DAARNA BOTERHAMMETJES | } | LEN 
ETEN It Et VEE 


o best | [ |E 
0 1015 45 60 105 120 165 LO) 


(min) 


1 Bereken de snelheid van Elise in kilometer per minuut. 


2 Bepaal de helling van de grafiek van Elise. 


3 Zoek twee tijdsintervallen van 45 minuten waarover de gemiddelde snelheid van 
Bram gelijk is aan de snelheid van Elise. 


4 Zoek twee tijdsintervallen van 60 minuten waarover de gemiddelde snelheid van 
Bram gelijk is aan de snelheid van Elise. 


5 Hoe vaak en op welke tijdstippen ontmoeten Bram en Elise elkaar? Beschrijf het 
rijgedrag van Bram bij elke ontmoeting. 


6 Hoeveel minuten heeft Bram minder nodig dan Elise om dit traject af te leggen? 


333 


334 


hts Uitdagingen 


7 Bereken de gemiddelde snelheid van Bram in kilometer per minuut over de trip van 
60 km. 


8 Bereken het verschil in graden, minuten en seconden tussen de gemiddelde 
hellingshoek van de grafiek van Bram en de hellingshoek van de grafiek van Elise. 


terug naar pagina 188 


Tijdens een afdaling wordt de snelheid van een skiër bepaald op verschillende 
tijdstippen. De meetresultaten zijn opgetekend in de tijd-snelheidgrafiek. 


snelheid v (m/s) 
30 
25 
20 
15 


5 E ; ik : 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 
tijd £ (s) 


1 Bereken de maximale snelheid van de skiër in km/h. 
2 In welke van de aangeduide tijdsintervallen versnelt de skiër? 


Hoe zien we dat op de grafiek? 


Oplossingen _Wilchans 


3 In welk tijdsinterval is de gemiddelde versnelling van de skiër het grootst? 


Bepaal deze versnelling door de gemiddelde verandering van de snelheid te 
berekenen over dat interval. 


4 In welke tijdsintervallen versnelt de skiër niet? Hoe zien we dat op de grafiek? 


5 In welk tijdsinterval vertraagt de skiër het minst? Hoe zien we dat op de grafiek? 


Bereken de bijbehorende versnelling. Welke betekenis kunnen we aan het minteken in 
het rekenresultaat toekennen? 


terug naar pagina 188 


335 


hts Uitdagingen 


(5 | Uitdagingen van pagina 202 en 203 


1 | Bereken de helling van de parabool met voorschrift f(x) =x° + 5x — 14 in het snijpunt 
met de y-as en in de snijpunten met de x-as. 


terug naar pagina 202 


Gegeven zijn de functies f(x) =—4x® — 8x +9 en g(x) =4. Bereken de hoek waaronder de 
grafieken van deze twee functies elkaar snijden. 


terug naar pagina 202 
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Teken de grafiek van de functie f(x) = lx — 3| in een kijkvenster met gelijke 
schaalverdelingen op de assen. 


1 Hoeveel hellingen heeft de grafiek in het punt (3, 0)? 
2 Bepaal deze hellingen met behulp van de grafiek. 
terug naar pagina 202 


5) Als voorbereiding op een tiendaagse fietstocht maken Jelle en Emma een oefenritje. De 
afstand die ze afleggen in functie van de tijd kunnen we aflezen op de grafiek. 


afstand (m) 


0 4 8 12 tijd (min) 


1 Beschrijf aan de hand van de grafiek de fietswijze van Emma en Jelle. 


2 Aan welke snelheid in km/h fietst Emma? 
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3 Bereken de gemiddelde snelheid in km/h van Jelle tijdens de eerste vier minuten van 
de rit. 


4 Wat is de snelheid in km/h van Jelle op het ogenblik dat hij Emma voorbij steekt? 


5 Wanneer rijden Jelle en Emma aan dezelfde snelheid? Vink de tijdstippen aan. 


na 3 minuten na 4 minuten na 10 minuten na 12 minuten 


El m L m 


terug naar pagina 202 


Bij het overspringen van een verkeerslicht van groen naar oranje moet een auto 
vertragen en stoppen. De snelheid van de auto tijdens deze beweging kunnen we 


68 , 68 z : ERI 
berekenen met s(t) = En +—-t waarin s de afstand in meter en t de tijd in seconden 


voorstelt. 


1_Na hoeveel meter komt de auto tot stilstand? 


2 Wat is het werkdomein van de functie s? 


3 Wat is de snelheid van de wagen op het ogenblik dat het verkeerslicht overspringt? 


terug naar pagina 203 


338 


Oplossingen Wilchanes 


ft | Exploratie van pagina 204 


Het uittesten van een nieuw valscherm 


Recreatieve parachutespringers springen vaak uit de laadruimte van een sportvliegtuig vanaf 
een hoogte van meer dan 2500 meter. Vanaf deze hoogte kunnen ze minstens 1000 meter 

van een vrije val genieten vooraleer hun parachute te openen. Gedurende de vrije val blijft 

de snelheid van de valschermspringers niet de hele tijd toenemen. De wrijving met de lucht 
zorgt ervoor dat de maximale valsnelheid spoedig na de sprong bereikt wordt. De snelheid bij 
de landing hangt af van de kwaliteit van de parachute en van de vaardigheid van de springer. 
Vooral valschermen voor duosprongen moeten aan de normen voor een ‘zachte landing’ 
voldoen. De landingssnelheid bij een routinesprong mag hier slechts 5 m/s bedragen. Bij 
militaire sprongen landt men aan 6 m/s. 


Een nieuw valscherm moet aan een testsprong onderworpen worden alvorens het op de 
markt kan gebracht worden. De testspringer springt vanaf een hoogte van 1880 meter en 
opent vrijwel onmiddellijk zijn parachute. Zijn vlucht wordt beschreven met de formules 


s=bt? met te [0,4] 
s=-2,5t?+50:—80 met te]4,8] 
s=10/+80 met te ]8,2] 


waarin s de valweg in meter voorstelt en f de valtijd in seconden. 
valweg s (m) 


200 
175 


ee 
OAD Or 7E TOE 
valtijd £(s) 


1 _Na hoeveel seconden bereikt de testspringer de grond? 


2 Wat is het werkdomein van het derde grafiekdeel? 
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3 Stel een drievoudig voorschrift op dat de valweg beschrijft in functie van de valtijd. 


4 Bereken de gemiddelde snelheid van de valschermspringer over de hele val. Druk het 
antwoord uit in m/s en in km/h. 


5 Bereken de ogenblikkelijke snelheid van de valschermspringer in m/s en in km/h 


a twee seconden na het verlaten van het vliegtuig. 


b_ vijf seconden na het verlaten van het vliegtuig. 


Wanneer we de ogenblikkelijke valsnelheid van de parachutist willen kennen in de punten 
(4, (4) en (8, s(8)), dan moeten we de plaatselijke helling telkens op twee manieren 
berekenen: eerst met Af =—0,001 en daarna met A4= 0,001. 


6 Bereken de ogenblikkelijke valsnelheid van de valschermspringer in m/s en in km/h 


a vier seconden na het verlaten van het vliegtuig. 
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b acht seconden na het verlaten van het vliegtuig. 


7 Is de valsnelheid juist voor en juist na vier seconden gelijk? 
8 Hoe verklaren we dit? 


9 Met welke snelheid bereikt de valschermspringer de grond? 


10 Mag de parachute op de markt gebracht worden? 


terug naar pagina 204 
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E) | Uitdagingen van pagina 263 tot 268 


Gegeven zijn de volgende grafieken en de bijbehorende hellingsgrafieken. 
Welke grafieken horen bij elkaar? 


KE 


JA 


HEE 


Ï 
Í 


5 


terug naar pagina 263 


Gegeven zijn de functies f(x) =x° + ax + ben g(x) =-—x* + bx. Bepaal a en b zodat 


fG)=g(3) en f'(3)=8'G). 


terug naar pagina 263 
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Oplossingen Wat bien 


Gegeven is de functie f(x) =x° + ax + b. Bepaal a en b zodat de grafiek van fen de grafiek 
van f’elkaar snijden in het punt P(2, 1). 


terug naar pagina 263 


Bepaal de hoek gevormd door de raaklijnen in de punten rl) en oz =) 


5 


van de grafiek van f(x) =x*— x°. Rond af op 1°. ee 


terug naar pagina 263 


Bepaal de waarde van a in de vergelijking y= x +a van de raaklijn t aan de grafiek van de 
functie f(x) =x°+32x +4. 


terug naar pagina 263 


shigbeld:s Uitdagingen 


1 
Voor welke waarden van a raakt de grafiek van de functie f(x) Sa di Shade 
x-as? 


terug naar pagina 263 
In welke punten van de grafiek van f(x) =x° —x+ 1 is de raaklijn t 
1_ evenwijdig met de x-as? 
2 evenwijdig met de tweede deellijn d van het assenstelsel? 
3 evenwijdig met de rechte a > y= 2x — 3? 
4 evenwijdig met de rechte b > y= 4x + 3? 
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terug naar pagina 263 


5 | Gegeven zijn de functies f(x) =x*— len g(x) =1—x? 


8 


1 Bereken voor beide grafieken een vergelijking van de raaklijn in het punt (1,0). 
Teken de raaklijnen. 
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2 Teken met behulp van deze vergelijkingen de raaklijnen in het punt (1, 0) aan de 
grafiek van h(x) = |x?— 1]. 


3 Heeft de grafiek van # nog zo een merkwaardig punt waarin de raaklijn aan de 
linkerkant niet samenvalt met de raaklijn aan de rechterkant? Zo ja, geef de 
coördinaten van dit punt. 


terug naar pagina 264 


De grafiek van de veeltermfunctie f heeft een raaklijn t evenwijdig met de rechte 
aoy=3Xt2 


Omcirkel de mogelijke functievoorschriften. 


WIO=2 BS =x2 (OfD=r+2 (DW t2 (fe +2 


terug naar pagina 264 
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Oplossingen Wals le 


jl 
® Uit het punt pa) kunnen twee raaklijnen getrokken worden aan de grafiek van de 
functie f'(x) =x°. Eén van deze raaklijnen heeft als raakpunt (a, a°). 


1 Stel een formule op voor de rico van de raaklijn PR. 


2 Bepaal met de afgeleide functie f’de helling van de raaklijn PR. 


3 Bereken alle waarden van a die voldoen aan de vergelijking bekomen door de 
antwoorden op de vragen 1 en 2 aan elkaar gelijk te stellen. 
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4 Bepaal de richtingscoëfficiënten van de twee raaklijnen t, en t, uit het punt P aan de 
grafiek van f: 


5 Berekenen de hoek tussen de raaklijnen. 


6 Teken de raaklijn £,. 


terug naar pagina 264 


Op de tekening wordt een mechanisch onderdeel van een ambachtelijke machine 
afgebeeld. Er is echter iets mis gelopen met dit ontwerp! De punten A(-3, 4) en B(9, 13) 
zijn de bovenste raakpunten van de aandrijfriem aan twee wielen. Het plan vermeldt de 
functievoorschriften van de bovenste helften van de twee wielen. 


Oplossingen Walde 


1 Bereken de richtingscoëfficiënt van de aandrijfriem tussen A en B. 


2 Bereken met ICT de helling van de raaklijn in A aan de grafiek van f: 


3 Bereken op dezelfde wijze de richtingscoëfficiënt van de raaklijn in B aan de grafiek 
van 4. 


4 Welk wiel raakt niet aan de rechte AB? 


terug naar pagina 265 
Gegeven is de tekentabel van de functie fen van zijn afgeleide functie f'. 


DE, | —4 2 
10 | - 0 + o EN 
F5 | 2 2 
Ree: 0 5 o n 
FG) | 4 0 


1 Vul het verloopschema van faan. 


2 Teken de grafiek van fals de grafiek puntsymmetrisch is ten opzichte van het punt 
(0,2). 


terug naar pagina 266 
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Gegeven zijn de veeltermfuncties: 
1 
1 fw)=x*—6x*15x +20 2 fa) +2} 3 S= 
a Stel met de algebraïsche methode de tekentabel van fop. 
b Bereken de afgeleide functie f'. 


c Stel met de afgeleide functie het verloopschema van fop. 
d Teken de grafiek van f. 
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351 
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Oplossingen Walch 


353 
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terug naar pagina 266 


In een tropisch zwembad kunnen we vanaf een 12 meter hoge glijbaan in het golfslagbad 


plonsen. De glijbaan bestaat uit een doorzichtige koker die in één vlak kronkelt volgens 
de grafiek van de functie: 
Oee 6 met _domf=[-8,29; 8,29] 

81920 12800 320 
Bepaal de buigpunten met horizontale raaklijn van de glijbaan. Rond de coördinaten af 
op 2 decimalen. 


Oplossingen _Wolichaf 


terug naar pagina 266 
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Een fabrikant vraagt een ontwerp te maken van een draadmodel van een balk met 
vierkant grondvlak. De opstaande ribben moeten verstevigd worden zodat voor deze 
draden een meerprijs van 5 eurocent per meter wordt aangerekend. De basisdraad kost 
20 eurocent per meter en de totale kostprijs is 2 euro. 

Bepaal de afmetingen van het draadmodel met de grootste insluitruimte. 
Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


Xx 


1_Druk de insluitruimte V uit in functie van de zijde x van het grondvlak. 


2 Bepaal het werkdomein van V. 


3 Voor welke afmetingen is het volume maximaal? Rond af op 1 mm. 


356 


Oplossingen _Hsloinnie, 


4 Hoeveel is de maximale insluitruimte? Rond af op 1 dm’. 


terug naar pagina 267 


In een discobal met een diameter van 50 cm zit een kegel ingesloten. Om een extra 
lichteffect te bekomen, moet het volume van de kegel zo groot mogelijk zijn. Wat is de 
hoogte h en de straal r van die ingeschreven kegel? Los dit extremumprobleem op met de 
algebraïsche methode. 


1 Stel een formule op voor het volume V van de kegel in functie van de hoogte h. 
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2 Voor welke hoogte is de inhoud van de kegel maximaal? Rond af op 1 mm. 


3 Hoe groot is dan de straal van het grondvlak van de ingeschreven kegel? Rond af op 
Ll mm. 


terug naar pagina 267 
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Oplossingen Usti 5e 


Uit een vierkant stuk karton met zijde 27 cm knippen we de helft van een achthoekig 
doopsuikerdoosje volgens het bouwplan in de figuur. De tweede helft is identiek aan de 
eerste helft, zij het een fractie groter: beide helften moeten we klemmend over elkaar 
kunnen schuiven. 


nj 


Voor welke x-waarde is de inhoud van het doosje maximaal? Bepaal de maximale 
inhoud. Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 
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terug naar pagina 268 


Oplossingen aldi 


f | | Exploratie van pagina 269 


Raaklijnenconstructie 


Wiskundigen houden ervan meetkundige constructies uit te denken die uitvoerbaar zijn met 
passer en liniaal. 


Om de raaklijn te tekenen in een willekeurig punt van de grafiek van een functie f(x) = ax* 
gaan we als volgt te werk. 


Kies een willekeurig punt A(x, ax®) op de grafiek van f. 
Projecteer A op de x-as en noem de projectie B. 

Spiegel B om de oorsprong O en noem het spiegelbeeld C. 
Spiegel de oorsprong O om C en noem het spiegelbeeld D. 


Construeer in D de loodlijn op de x-as die de grafiek snijdt in Z. 


An AW 


De rechte AE is de raaklijn in A aan de grafiek van f. 
ol 


Deze raaklijnenconstructie kunnen we verklaren met de antwoorden op de volgende vragen. 


1 Bepaal de coördinaten van de punten B, C, Den E. 


2 Bereken de helling van de rechte AZ. 


3 Waarom raakt de rechte AZ aan de grafiek van de functie f(x) =ax*? 


terug naar pagina 269 
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5 | Uitdagingen van pagina 280 en 281 


1 | Bereken. 


1 _D(*—4(2x* — 1)(x* +2) 


2 D((3x*- 2 +x+ 1x? -x+1)) 


3 D(5(x+3)(x-2)) 


4 _D(x(2x+ I)(x?-2)) 


5 _D((3x-+ 1)(4-(5x-2)) 


Bepaal de plaats van het punt P gelegen op een middellijn zodat de oppervlakte van 
de ingekleurde figuur minimaal is. Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche 


methode. 


Oplossingen _Woltichant 


terug naar pagina 280 
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terug naar pagina 280 


Een doos met een vierkante bodem is op de volgende wijze met een touw van 24 cm 
ingesnoerd. Bepaal de afmetingen van de doos waarvoor de inhoud maximaal is. 


Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


| 


1 Stel een formule op voor de inhoud V van de doos in functie van de zijde z. 


2 Welke waarde kan de zijde van de doos aannemen? 


3 Voor welke afmetingen is de inhoud van de doos maximaal? 


Oplossingen _Wolichf 


4 Wat is de maximale inhoud van de doos? 


terug naar pagina 280 


In een sportstadion wordt een voetbalveld met daarrond een 400 meter lange 
atletiekpiste aangelegd. Het grasveld bestaat uit een rechthoek met twee halve cirkels. 
Bepaal de afmetingen van de rechthoek waarvoor de oppervlakte maximaal is. Los dit 
extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 


- 


1_ Stel een formule op voor de oppervlakte A van de rechthoek in functie van de straal r. 
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2 Welke waarden kan r aannemen? 


3 Voor welke afmetingen van de rechthoek is de oppervlakte maximaal? 


4 Wat is de maximale oppervlakte van het grasveld in are? 


terug naar pagina 281 


Oplossingen _Uslonniie, 


Gegeven is een gelijkbenige driehoek met basis b en hoogte h. Bepaal de plaats van het 
punt P gelegen op de basis zodat de oppervlakte van de ingekleurde rechthoek maximaal 
is. Los dit extremumprobleem op met de algebraïsche methode. 
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Bereken. 


1_D(a+(x+10)) 


2_D(xx+10)') 


3 D(x'(2x- 1)°) 


4 D(L +) (1-x)°) 
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Oplossingen _Woliichf 


Gegeven is p(x) =f(x) : g(x). 
Toon met de formule van de afgeleide functie aan dat p'(x) =g(x) « f'(x) +f(x) g(x). 
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